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ZENTRALBLATT FÜR MATHEMATIK 


36. Band, Heft 4/6 1. Februar 1951 S. 145—288 


Geschichte. 


eo Willers, F. A.: Zahlzeiehen und Rechnen im Wandel der Zeit. (Mathematische 
Lehrhefte, hrsg. v. L. Peters.) Berlin und Leipzig: Volk u. Wissen Verlag, 1949. 
84 S. mit 77 Abb.; geh. DM 4,50. 

L’A. dä una breve trattazione dei vari sistemi di numerazione usati presso 
le principali tra le civiltä di cui la nostra si puö considerare l’erede. Sono cosi succes- 
sivamente passati in rassegna i sistemi di numerazione dei Babilonesi, degli Egiziani, 
dei Greci, dei Romani, dell’Europa medioevale, degli Indiani e degli Arabi. L’espo- 
sizione, che @ accompagnata da numerose e interessanti riproduzioni fotografiche, 
contiene anche delle indicazioni sui metodi usati in pratica per effettuare i calcoli 
nei vari sistemi. — I] penultimo capitolo, che ha prevalentemente carattere di 
cupiositä, € dedicato ai mezzi e agli accorgimenti per esprimere i numeri a cui hanno 
fatto ricorso le popolazioni primitive, e che talvolta sono ancora escogitati dal 
popolo, come la cosidetta numerazione mimica, ece. — Il libro termina con notizie 
sul sistema di numerazione dei Maya, del quale & messa in rilievo la importante 
affinitä con il nostro: infatti appare anche qui il diverso valore del simbolo in rap- 
porto alla posizione che esso occupa nella scrittura del numero. A. Barlotti. 

Gareia Tranque, T.: Apollonius von Perga. Gac. mat., Madrid, I. Ser. 1, 3—10 
(1949) [Spanisch ]. 

Nach einer Zusammenstellung dessen, was man über die Lebensumstände des 
Apollonios von Perga (nicht A.de Pergamo, wie es im Titel heißt) weiß, gibt 
der Verf. einen Überblick über den Inhalt der Werke des großen Geometers, insbe- 
sondere der Kovıza, wobei auch die Überlieferung, dann die Rekonstruktionsversuche 
der verlorenen Schriften sowie die Einwirkung auf spätere Mathematiker, vor allem 
des 17. Jhdts. behandelt werden. Störend wirken die zahlreichen Versehen in den 
griechen Titeln und in den Namen, wie z. B. 6odıa (= 60dıa), Epipedio (= Eruineöor), 
repi Tod voiov (= neol swwoiow), Heat (= Heath), Woepk (= Woepcke), Balsan 
(= Balsam) u. a. — Das Bild des Titelblattes der Erstausgabe von Memus (Venedig, 
1537) ist beigegeben. Kurt Vogel (München). 

Rodero, Juliän: Diophant von Alexandrien. Gac. mat., Madrid, I. Ser. 2, 69—72 
(1950) [Spanisch]. 

Vernet, J. und J. J. de Orüs: Transformation der astronomischen Koordinaten 
bei den Arabern. Gac. mat., Madrid, I. Ser. 2, 78—82 (1950) [Spanisch]. 

Frankl, F. I.: Eulers hydrodynamische Arbeiten. Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 4 
(38), 170—175 (1950) [Russisch ]. 

Lorey, Wilhelm: Die Bedeutung von Pierre Simon Laplace (28. 3. 1749 bis 
5.3.1827) und Felix Klein (25. 4. 1849 bis 22. 6.1925) für die Versicherungs- 
mathematik. Bl. Deutsch. Ges. Vers.-Math., Würzburg 1, 39—50 (1950). | 

Titehmarsh, E. C.: Godfrey Harold Hardy. J. London math. Soc. 25, 81—101 

1950). 
ehrt mit Schriftenverzeichnis.— Das Heft 2 des Bandes 25 des J. London 
math. Soc. ist G. H. Hardy gewidmet; es enthält die nachstehend aufgeführten 


8 Beiträge. 


Bosanquet, L. S.: Some aspeets of Hardy’s mathematieal work. I. Early work 
on divergent series. J. London math. Soc. 25, 102—106 (1950). | 
Smithies, F.: Some aspeets of Hardy’s mathematical work. I. Integral equations. 


J. London math. Soc. 25, 107—109 (1950). 
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Mordell, L. J.: Some aspeets of Hardy’s mathematieal work. IM. Diophantine 
approximation. J. London math. Soc. 25, 109—114 (1950). 

Ingham, A. E.: Some aspeets of Hardy’s mathematical work. IV. The additive 
theory of numbers. J. London math. Soc. 25, 115—119 (1950). 

Davenport, H.: Some aspeets of Hardy’s mathematical work. V. Waring’s 
problem. J. London math. Soc. 25, 119—125 (1950). 

Titehmarsh, E. €.: Some aspeets of Hardy’s mathematical work. VI. The 
Riemann zeta-funetion, and lattice-point problems. J. London math. Soc. 25, 
125—128 (1950). | | 

Rado, R.: Some aspeets of Hardy’s mathematical work. VII. Inequalities. 

J. London math. Soc. 25, 129—135 (1950). 
Offord, A. C.: Some aspects of Hardy’s mathematical work. VIH. Fourier’s- 
series. J. London math. Soc. 25, 136—138 (1950). 

Bernard-Maitre, H.: Bibliographie des oeuvres du Pere H. Bosmans. Arch. 
internat. Hist. Sci., Paris 30, 629—656 (1950). 

Willers, F. A.: Professor Dr. Gerhard Grüss +. Z. angew. Math. Mech. 30. _ 
232 (1950). 

Nachruf. 

Polubarinova-Kotina, P. Ja.: Die wissenschaftlichen Arbeiten von 8. V. Ko- 
valevskaja. (Zum 100. Geburtstage.) Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 4 (38), 35—14 
(1950) [Russisch ]. 

N.N. Lusin zum Gedächtnis. Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 4 (38), 15—18 (1950). 
[Russisch]. 

Godeau, R.: Adolphe Mineur. (1867—1950). Mathesis 59, 5—9 (1950). 

Archibald, Raymond Clare:  R. G. D. Richardson, 1878—1949. Bull. Amer. 
math. Soc. 56, 256—265 (1950). 

Nachruf mit Schriftenverzeichnis. 

Sarymsakov, T. A.: Vsevolod Ivanovi& Romanovskij. (Zum 70. Geburtstage.) 
Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 3 (37), 184—186 (1950) [Russisch]. 

Allen, R. 6. D.: The work of Eugen Slutsky. Econometrica, Chicago 18, 
209—216 (1950). 

Mit Schriftenverzeichnis. 

Sansone, @.: L’opera seientifica di Leonida Tonelli. Atti Accad. naz. Lincei, 
Rend. Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. S. 4, 594—624 (1948). 

Zum 60. Geburtstage von Boris Nikolaevi@ Delone. Izvestija Akad. Nauk 
SSSR, Ser. mat. 14, 297—302 (1950) [Russisch]. E 

Mit Schriftenverzeichnis. 

Gon&arov, V.L.: Sergej Natanovie@ Bernstejn. (Zum 70. Geburtstage.) Uspechi 
mat. Nauk 5, Nr. 3 (37), 172—183 (1950) [Russisch]. 

Mit Schriftenverzeichnis für die Jahre 1940—-1949. 

Willers, F. A.: Prof. Dr. Karl Federhofer 65 Jahre alt. Z. angew. Math. Mech. 
30, 230 (1950). 

Willers, F. A.: Prof. Dr. Constantin Weber 65 Jahre alt. Z. angew. Math. Mech. 

. 30, 230—232 (1950). 
Mit Schriftenverzeichnis. 


Grundlagenfragen. Philosophie. Logik. 


Finetti, Bruno de: La funzione vivifieatrice- della matematiea. (Discorso 
inaugurale Der ’anno accademico 1948—1949.) Pubbl. Fac. Sci. Ing. Univ. Trieste, 
Ser. B, Nr. 35, 20 p- (1948). 

ii dem zur Eröffnung des Studienjahres 1948/49 der Universität Triest gehal- 
tenen, gemeinver ständlichen Vortrag zeigt Verf., wie die Mathematik nicht dazu 
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berufen ist, objektive, absolut gültige Wahrheiten zu verkünden, sondern Kchön 
„seit ihren ersten Anfängen ihre eigene Begriffswelt ständig kritisch überprüft, und 


dieselbe, der Fortentwicklung der aus ihr zu folgernden Erkenntnisse, vor allem 


aber dem Auftreten von mit den bisherigen Begriffen nicht mehr erklärbären Ney- 


_ heiten Rechnung tragend, immer wieder in vollkommenerer Weise vom Grunde auf 
neu aufbaut. Diese schöpferische Funktion des mathematischen Denkens illustriert 


Verf. an markanten Beispielen, u.a.: Einführung. der Irrationalzahlen, nicht- 
euklidische Geometrie, Überwindung des extremen Determinismus durch stocha- 


_ stische Deutung physikalischer Gesetze, Überwindung der Krise der Raum-Zeit- 


Darstellung durch Relativitätstheorie, Lösung des Widerspruches zwischen Wellen- 

und Korpuskelnatur des Lichtes durch die Quantentheorie. M. P. @eppert., 
Kattsoff, Louis 0.: On eonfirmation and verifieation of events, names, and 

statements. Methodos, Milano 1, 317—343 (1949). lh 
Verf. nimmt Bezug auf Erörterungen über die Natur der Begriffe „‚Wahrheit“ 


und „Bedeutung“ in der zeitgenössischen (besonders englischen und nordamerikani- 


schen) Philosophie. Diese Erörterungen bedienen sich trotz den Fortschritten der 
symbolischen Logik der Hilfsmittel der Sprache. Verf. ist der Meinung, daß sich 
ein neues Verständnis gewisser Probleme anbahne, die von Formalisten zuweilen 
alstechnisch bedeutungslos bezeichnet werden. Die Beziehungen zwischen der Logik 
und ihren Anwendungen dürften nicht einfach mit der Zauberformel ‚‚Isomorphis- 
mus“ auf die Seite'geschoben werden, und die volle Wirkung der Logik von Brou wer-, 
Heyting auf die Frage des existentiellen Sinns sei noch nicht erkannt. Er analysiert 
die Begriffe Ereignis, Name und Feststellung in sehr differenzierter Weise, wobei 
er Unterscheidungen einführt, die nach seiner Meinung von der symbolischen Logik . 
nicht genügend beachtet werden. Besonderen Wert legt er auf genaue Erklärung 
dessen, was er als Verifikation der Bedeutung eines Ereignisses, eines Namens, 
einer Feststellung und als Bestätigung einer Feststellung bezeichnet. Die Arbeit 
ist eine rein logische Untersuchung ohne Bezugnahme auf Mathematik und ohne 
Verwendung mathematischer Methoden. E. Löffler (Stuttgart). 

Peremans, W.: Eine Bemerkung über intuitionistische Logik. Actual. Math. 
Centrum, Amsterdam, Rapport ZW 1949, 016, 4 S. (1949) [Holländisch ]. 

Bekanntlich hat A. Heyting die Grundlagen für die Formalisierung der 
intuitionistischen Mathematik gelegt. Nach den formalen Regeln des von ihm ent- . 
wickelten intuitionistischen Prädikatenkalküls ist die Formel (Px )f(x) — (Ix) f(x) 
beweisbar. Dies bedeutet offenbar, daß als Individuengebiet nur eine solche mathe- 
matische Klasse zugelassen wird, in der ein Element angegeben werden kann. Viele 
gebräuchliche Formeln dieses Kalküls bleiben jedoch gültig, auch wenn diese Vor- 
aussetzung nicht gemacht wird. Verf. stellt die Frage nach einem deduktiven Auf- 
bau, der von dieser Voraussetzung frei ist. Er zeigt, wie ein solcher erreicht werden 
kann, und gibt als Beispiel eine Ableitung der Formel 


(9x) [f(2) > g(®)] >: (We) fr) > (Wr) g(@)- 
E. Löffler (Stuttgart). 

Ackermann, Wilhelm: Widerspruchsfreier Aufbau der Logik. I. Typenfreies 
System ohne Tertium non datur. J. symbolie Logie 15, 33—57 (1950). 

Ein typenfreier mehrstelliger Prädikatenkalkül mit Identität (diese ist Grund- 
begriff, da die übliche Definition nicht das Gewünschte leistet). Die Widerspruchs- 
freiheit beruht darauf, daß der Definitionsbereich der Prädikate im allgemeinen be- 
schränkt ist. Während dies in einer früheren Arbeit des Verf. (vgl. dies. Zbl. 28, 100) 
durch eine Koppelung der Ausdrucksbestimmungen mit den Satzbestimmungen 
erreicht wurde, wird jetzt der Aussagenkalkül so abgeändert, daß ein Wider- 


. spruchsfreiheitsbeweis gelingt, ohne daß die Ausdrucksbildung oder das Komprehen- 


sionsschema beschränkt werden muß. — Heuristisches Prinzip für die Aufstellung 
1106 


des Axiomensystems ist die Deutung von A — B als syntaktische Aussage. (,,® ist 


ableitbar aus W“.) Die daraus resultierenden Meta-stufen werden teilweise wieder 
"verschmolzen durch Verwendung der gleichen Variablen für alle Stufen und durch 
Axiome wie (I'— 4A) — 4A, wo I’ eine bestimmte beweisbare Aussage ist. Zu den 
Regeln kommt der Übergang von Azu !’'—NX hinzu [A> (TA) gilt dagegen 


nicht!]. Derso entstehende Kalkül in &, V, — steht dem positiven Kalkül nahe. 


Die Behandlung der Negation und der Quantifikatoren schließt sich wieder enger 
an den zweiwertigen Kalkül an. Die Frage nach einer adäquaten Matrix wird nicht 
gestellt. Die Widerspruchsfreiheit folgt daraus, daß die Abtrennungsregel durch 
eine Reihe von nicht verkürzenden Regeln ersetzt werden kann (Beweis durch 
transfinite Induktion bis &*'). Eine Analyse der logischen Paradoxien zeigt, wie 
die Einschränkung des Aussagenkalküls sich auswirkt. — Die zahlentheoretischen 
Grundbegriffe sind definierbar, die Axiome beweisbar, doch kommt nur eine Art 
intuitionistischer Mathematik zustande (nicht ausgeführt). — Die Einbeziehung des 
Tertium non datur wird angekündigt. @G. Hasenjaeger (Münster i. W.). 

Schütte, Kurt: Schlußweisen-Kalküle der Prädikatenlogik. Math. Ann., Berlin 
122, 47—65 (1950). E 

Verf. nennt einen Logik-Kalkül genetisch, wenn in ihm ein Analogon zu 
Gentzens ‚„Eliminierbarkeit der Schnitte“ (vgl. dies. Zbl. 10, 145) gilt. Der Wert 
solcher Kalküle für Widerspruchsfreiheitsbeweise ist bekannt. Es werden 3 geneti- 
sche Kalküle der Prädikatenlogik (K,, K, zur klassischen, K, zur intuitionistischen 
PL) entwickelt, die anstatt des Gentzenschen Sequenzbegriffs mit dem einfachen 
Satzbegriff arbeiten. In allen Kalkülen werden möglichst wenige Axiome eingeführt 
und dafür die logischen Gesetze durch Regeln zum Ausdruck gebracht. Das Gentzen- 
sche Prinzip, daß eine eingeführte Verknüpfung im weiteren Beweis nicht wieder 
verschwindet, läßt sich nicht lückenlos übertragen, doch ergibt sich eine Einteilung 
der Grundregeln (außer dem Schnitt) in umformende (bei denen Ober- und Unter- 
formeln äquivalent sind ; entsprechen Gentzens Strukturschemata) und aufbauende 
(Gentzens Verknüpfungsschemata). — In K, (Grundzeichen V, =, (Ex); Axiome 
PVP für atomare Ausdrücke ®) liegt der Schwerpunkt auf den aufbauenden 
Regeln; der Schnitt wird in der Form 

MAAVN 
MVN 

benutzt. — In K, [Grundzeichen zusätzlich: &, (x)] liegt der Schwerpunkt auf den 
umformenden Regeln. Es wird ein System von Äquivalenzen mit einer Ersetzungs- 
regel angegeben. Die aufbauenden Regeln sind auf ein Minimum beschränkt. 
Diskussion durch Reduktion auf X). Unabhängigkeit der umformenden Regeln. 
Normalform für Beweise. — K, (Grundzeichen: —, V, &, (Ex), (x), A: Axiome: 
%>BN—®B) ist ein nach den Gesichtspunkten von K, aufgebauter intuitioni- 


stischen Kalkül. Der Schnitt wird in der Form u 2 benutzt (I' steht für 
eine Folge von Prämissen). Dieser Kalkül hat größere Ähnlichkeit mit dem intui- 
tionistischen Sequenzenkalkül. @. Hasenjaeger (Münster). 


Algebra und Zahlentheorie. 


Lineare Algebra. Polynome. Formen. Invariantentheorie: 


e Smirnov, V. I.: Lehrgang der höheren Mathematik. Bd. III, Teil 1. 4. Aufl. 
Leningrad u. Moskau: Staatsverlag für techn.-theor. Lit. 1949. 335 8., 11,0 R. 
[Russisch ]. 

Der vorliegende Teilband ist im wesentlichen der Theorie der linearen Sub- 
stitutionen gewidmet. Verf. bringt im ersten Kapitel das Wichtigste über Deter- 
minanten und Systeme von linearen Gleichungen. Deren geometrische Deutung als 
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' Transformationen n-dimensionaler Vektoren leitet zum 2. Kapitel (Lineare Abbil- 
h dungen und quadratische Formen) über. Darin wird nach Erläuterung der Grund- 

begriffe der Abbildungen im affinen Raum pädagogisch recht geschickt der Matrizen- 
 kalkül eingeführt. Die verschiedenen Fälle der Transformation quadratischer und 
Hermitescher Formen auf die Normalform werden ausführlich dargestellt: anschlie- 
ßend wird gezeigt, wie sich die erörterten Begriffe und Sätze auf Räume mit abzähl- 
bar und kontinuierlich unendlich vielen Dimensionen übertragen lassen. Im letzten. 
Kapitel (Grundlagen der Gruppentheorie und lineare Darstellungen der Gruppen) 

wird der Gruppenbegriff mit Hilfe der linearen Substitutionen erklärt; Drehungs- 
und Lorentzgruppe im R, werden als Beispiele besonders herangezogen. Nach kurzer 
Betrachtung der abstrakten Gruppen folgt eine ausführliche Theorie der Darstellung 
von Gruppen durch lineare Substitutionen (Reduzibilität, Komposition, Charaktere) 
mit vielerlei Beispielen, wobei geometrische Anwendungen wieder im Vordergrund 
stehen. Die letzten Paragraphen behandeln Gruppen, die von einem Parameter 
stetig abhängen, und ihren Zusammenhang mit der Theorie der Differentialglei- 
chungen. — Verf. hat es verstanden, diese sehr verschiedenartigen Dinge einheitlich 
darzustellen und zwar in einer Form, die dem Lernenden das Verständnis leicht 
macht. Als Mangel empfindet Ref., daß ebenso wie bei den übrigen Teilbänden 
(dies. Zbl. 31, 156 und 35, 322) ein alphabetisches Sachverzeichnis fehlt. 

W. Hahn (Berlin) 

e Zurmühl, Rudolf: Matrizen. Eine Darstellung für Ingenieure. Berlin, Göttin- 

gen, Heidelberg: Springer-Verlag 1950. XV, 4278. u. 25 Abb., DM 25,50. 

Das in Darstellungsart und Stoffauswahl sich in erster Linie an den Ingenieur 
wendende Buch bringt in den ersten fünf Kapiteln eine Einführung in die mathema- 
tische Theorie der Matrizen. Den Elementen des Matrizenkalküls folgt ein Kapitel 
über den Rangbegriff, eines über bilineare und quadratische Formen, an welches 
sich ein Kapitel über das für Theorie und Praxis gleichermaßen bedeutende Eigen- 
wertproblem anschließt. In diesem werden die Begriffe der charakteristischen Zahl 
und des Eigenvektors erläutert, bei symmetrischen Matrizen der Entwicklungssatz 
und die Hauptachsentransformation behandelt, anschließend allgemeinere Eigen- 
wertprobleme, gleichzeitige Transformation von Formenpaaren und schließlich ent- 
sprechende Probleme bei Matrizen mit komplexen Elementen, so Hermitesche 
Matrizen und Formen. Im fünften, von der Struktur der Matrix handelnden Kapitel, 
das ebenso wie das vorhergehende an die mathematische Bildung des Lesers schon 
größere Anforderungen stellt, werden die Hamilton-Cayleysche Gleichung, allge- 
meiner die Minimumgleichung,; die Weierstraßsche Elementarteilertheorie, die 
Smithsche und die Jordansche Normalform, die Weyerschen Charakteristiken, . 
Hauptvektoren, Funktionen einer Matrix und Matrizengleichungen erörtert. — Von 
den beiden letzten, von den Anwendungen handelnden Kapiteln ist das erste den 
Verfahren der numerischen Auflösung von Systemen linearer Gleichungen gewidmet; 
hier werden die Auflösung durch Matrizenmultiplikation (Gauß-Banachiewiez) 
und durch Matrizeniteration unter dem Gesichtspunkt ihrer Verwertbarkeit im 
Numerischen behandelt, ferner die iterative Bestimmung von charakteristischen 
Zahlen. Das letzte Kapitel gibt einen Einblick in die Anwendungsmöglichkeiten 
des Matrizenkalküls. Neben Anwendungen auf Elektrotechnik, Schwingungslehre 
und Systeme von linearen Differentialgleichungen werden geometrische Anwen- 
dungen von Differentialmatrizen gebracht, wobei der Zusammenhang mit dem 
Tensorbegriff erörtert wird. Den Schluß’ bildet eine Skizze der Ausgleichsrechnung 
in Matrizenschreibweise. — In dieser ersten zusammenfassenden Darstellung in 

‚deutscher Sprache wird dem Leser ein Überblick über ein Teilgebiet der Algebra 
gegeben, dessen praktische Bedeutung mehr und mehr zum Vorschein kommt. Der 
umfangreiche Stoff wird in faßlicher und flüssiger Form dargeboten. Entsprechend 
dem Zweck der Darstellung sind Dinge von vorwiegend mathematischem Interesse, 
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die zu einem den Praktiker ansprechenden Aufbau ‚der, Theorie nicht are 
erforderlich sind, beiseite gelassen. So erscheint das Buch in hohem Maße geeignet, 
das Interesse der heranwachsenden Ingenieurgeneration auf ein Gebiet von eigen- 


artigem Reiz zu lenken, dessen Entwicklung wohl noch lange nicht abgeschlossen i 
sein wird. Die Lektüre dieses Buches wird auch dem Mathematiker interessant sein, 
da es die Bekanntschaft mit den mathematischen Problemen der mannigfachen - 


‚ Anwendungsmöglichkeiten der Theorie der Matrizen vermittelt. Quade. 


Gärding, Lars: Extension of a formula by Cayley to symmetrie determinants. ä 


Proc. Edinburgh math. Soc., II.S. 8, 73—75 (1948). 

‚Die Elemente x, h der n- reihigen Determinante x = |z,, seien unabhängige 
Variable. Ferner sei M(£) ein m-reihiger Minor des Cayleyschen Operators 
& = |0/öx,,|,. M(x) der entsprechende Minor von x und M*(x) das algebraische 
Komplement von M(x). Dann gilt bekanntlich 
(1) M(&)o®=s(s +1): -(«+m—1) «a7! M*(x) 

(vgl. H. W. Turnbull, The theory of determinants..., London 1928, p. 116). 


Verf. zeigt, daß auch im Falle &,;, = x,,; eine ähnliche Beziehung besteht. Man hat | 


dabei lediglich 0/öx,, für ©=+=k durch 4 2/öx,, und den Zahlenfaktor auf der 

rechten Seite durch s(s+ #3): (s + (m—1)/2) zu ersetzen. Schönhardt. 

Turnbull, H. W.: Symmetrie determinants and the Cayley and Capelli operators. 
Proc. Edinburgh math. Soc., TI. S. 8, 76—86 (1948). 


Verf. hebt die Bedeutung des Ergebnisses von L. Gärding (s. vorsteh. Referat) u 


hervor und gibt einen historischen Überblick über verwandte Untersuchungen. Er 
teilt ferner eine polarisierte Verallgemeinerung von (1) mit und zeigt, daß auch diese 


in derselben Weise auf den symmetrischen Fall übertragen werden kann. Bedeutet _ 


Z eine aus m Spalten von & bestehende Matrix, A die entsprechende Teilmatrix 


einer Matrix (a,,), deren n? Elemente von den z,, unabhängig sind, und A 3) die 


 Determinante der nach Spalten gebildeten Produktmatrix von A und #, so wird 
diese Verallgemeinerung durch 

AEe=s(+ 1... +m— Hart 2,X g 
ausgedrückt, wobei |A, X| die Determinante bezeichnet, welche aus |«a,,| entsteht, 
wenn man die nicht an A teilnehmenden Spalten durch die entsprechenden Spalten 
‚ von |x,,| ersetzt. (1) entsteht hieraus, wenn für (q,,) die Einheitsmatrix genommen 


wird. Bei der Übertragung auf den symmetrischen Fall ist wie in vorsteh. Referat 


zu verfahren. Der Beweis stützt sich im wesentlichen auf die Kroneckerschen 
Identitäten zwischen den Minoren einer symmetrischen Determinante. Unter Aus- 
nutzung des von H. S. White bemerkten Zusammenhangs derselben mit gewissen 
von Sylvester aufgestellten Identitäten werden drei Typen verallgemeinerter 


Kroneckerscher Identitäten bewiesen. Sodann wird auch eine Formel von Capelli 


[Math. Ann. 29, 331-338 (1887); Verf., loc. eit. S. 117] auf den symmetrischen Fall 
übertragen. Dabei sind dieinden Gliedern der Hauptdiagonale stehenden Summanden 


Dt, m— 1 durch ihre Hälften zu ersetzen. Eine Schlußbemerkung betrifft 


die Über tragung des Capellischen Er gebnisses auf den schiefsymmetrischen Fall. 
Schönhardt (Stuttgart). 
Schwartz, A. and J. S. de Wet: The minors of a determinant in terms of Pfaffians. 
Proe. Cambridge phil. Soc. 46, 519-520 (1950). 
Als Pfaffsches Aggregat A, ,,...,,, einer Determinante |Ax;| wird die Summe 
aller (2s)!/(2° s!) Glieder der Form 


a! 4A vr rd <Pp ed Pas 
Yy, ’v, vr Yr, In 
> 3 2s-1 Pas a Yosı 
bezeichnet, wobei v]»,...»,, eine Permutation von 12...(2s) und, falls diese 


ungerade, das negative 7, eichen zu nehmen ist. Jedes Pfaffsche Aggregat einer 
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„Determinante: geht bei Vertauschung zweier seiner Indizes dann und nur dann in 
seinen negativen Wert über, wenn die Determinante schiefsymmetrisch ist. Nachdem 


‚dies bewiesen, wird gezeigt, daß sich jeder Minor von [As el in der Form 


ee 


Asmbı Er Ann) 
darstellen läßt. Dabei bedeutet S, die Summe aller ( “ Glieder der Form 
2% 


er ee x 
ES 
in denen j1.../,_9;kı-.. ka, eine Permutation von 12...n bedeutet, nach 
der sich das Vorzeichen wie oben richtet. (Daß eine schiefsymmetrische Deter- 
minante das Quadrat eines Pfaffschen Aggregats ist bzw. verschwindet, je nachdem 
ihre Ordnung gerade oder ungerade ist, folgt hieraus unmittelbar.) Schönhardt. 
Lewis, F. A.: On a determinant of Sylvester. Amer. math. Monthly 57, 324° 
—326 (1950). 
Es werden Formeln für die Determinanten |2 cos (#ka)| bzw. |2sin@ka)| 
adfgestellt, wobei x — 2r/nist und die Indizes i, k bei ungerademnvon 1bis4(n—1), 
bei geradem n bis 4n bzw. bis $3n— 1 laufen. Setzt man (— 1)" nm NH = n,,s0 
lassen sich die Ergebnisse folgendermaßen darstellen: 


az Ana anhß Aa By, 


In-2i 


n —Am-+]1, .Am+3; Am, Am +2, 
[2 c08:(2.k.&)| = 1n,, —Ng; Ns; —2nN,, 
2sin(ka))= nn, N; —ın,, Ny: 


Die Herleitung beruht auf der Aufspaltung der Determinante der Transformation 
n ; r TE am 2 % 
I N AM (2 — 08% + V- 1 sin x) in zwei Faktoren, deren Qua- 
k=1 


drate reell sind. Die beiden letzten Formeln für |2sin (#k a)| finden sich übrigens, 
bis auf das Vorzeichen, schon bei T. Muir [Proc. London math. Soc. 12, 156—161 
(1882)], während [2 cos (ik a)|? für gerades n, jedoch mit ,k=1,2,...,3n—1, 
wohl zuerst von E. Hunyadi [Nouv. Ann. Math., II. S. 11, 39—44 (1872)] berechnet 
worden ist. Schönhardt (Stuttgart). 

Glenn, Oliver E.: Inverse processes in invariants, with applications to three 
problems in meehanies. Ann. Scuola norm. sup. Pisa, Sci. fis. mat., II. S. 15, 39 —9 
(1950). 

Die Arbeit trägt den Untertitel: Jubilee memoir. Fortieth anniversary of the 
author’s Philosophical Doctorate, und behandelt verschiedene Probleme und Ansätze, 
die in zahlreichen früheren Arbeiten des Verf. zum Teile barbeitet wurden. — 
Unter einem ‚‚inversen Prozeß“ in der Invariantentheorie versteht der Verf. folgendes: 
Wenn D eine projektive Kovariante einer binären Form 


== &o +) 2 Lo ar et 
ist, so sind die Koeffizienten %y,%, . . - kogredient mit den entsprechenden Kostffi- 
zienten y,— Y Yy... der speziellen Form (2y) = (&) Yy— %,Yı) und der 


e—]1 


durch A = 93 (20%) — 9) Y 41 (80%) +: gegebene Evektantenprozeß gibt, auf 


D angewendet, wieder eine Kovariante. Ist g der Grad von D in den «,, so führt 


A’="D zu Null oder auf Ausdrücke der Gestalt (x y)” -ayd, , aus denen also 


— nach Weglassung der Faktoren (xy) — bei der Gleichsetzung y = x die Grund- 
form f, selbst zum Vorscheine gelangt. — Dies wird im $1 erklärt, wobei Erweite- 
rungen auf ternäre Formen erwähnt werden und die Möglichkeit zugelassen wird, 
‚daß D eine Form der «, ist, die nicht bei allen linearen Transformationen der x die 


Invarianteneigenschaft besitzt. Im $2 werden hierfür Beispiele gegeben und im || 
$3 wird gezeigt, auf welche Weise der Prozeß AY=!,'angewendet auf Produkte P |) 
von symbolischen Faktoren, eine Polare der ursprünglichen Grundform erzeugen 
kann. — Im $ 4 glaubt Verf. die Endlichkeit für die formalen Modularinvarianten D 
binärer Modularformen f, bewiesen zu haben. Hier wird behauptet, daß jedes D 
eine ganze algebraische Invariante der Dicksonschen „universalen“ Kovariante 
L= a) x%,— x, x und der endlich-vielen formalen Modularkovarianten RR 
die linear sind in den Koeffizienten von f,, sei. Der reichlich komplizierte Beweis 
macht von Sätzen Gebrauch, die Verf. in früheren Arbeiten meint bewiesen zu haben, 
wobei auch auf Arbeiten von Hazlett, Williams und Krathwohl zurück- 
gegriffen wird. Nach Meinung des Ref. fehlt hier schon beim Lemma 1 der Nach- 
weis, daß zu jeder Modularkovariante f eine projektive Komitante R und ein inva- 
rianter Prozeß A, existiert, so, daß AIT"R = 0 (mod p) wird. Auf der anderen 
Seite sind es bei (d) gerade diejenigen Formen g, bei denen Ag = 0 gilt, die eine 
eindeutige Lösung g, der Differentialgleichung Ag, = 9,_, verhindern. Einfacher 
dürfte es sein, die in (d) und (e) dieses Paragraphen beschriebene Integration durch 
den zu A = (y (0/0x))® inversen Prozeß (x (2/0y))® zu bewerkstelligen. — Im $ 6 
wird der spezielle Fall p = 2 behandelt und werden die irreduziblen formalen 
Modularinvarianten einer linearen, einer quadratischen und einer kubischen Form 
fi, f& und f; bestimmt. Dabei wird aber nicht Gebrauch gemacht von der im $4 
dargestellten allgemeinen Methode, sondern es werden die formalen Semi-invarianten 
als Leitglieder für den Aufbau verwendet, wobei wiederum auf frühere Arbeiten 
des Verf. Bezug genommen wird. — Im $5 (der besser nach dem $ 6 einzufügen 
wäre) wird der nicht scharf umschriebene Begriff einer ‚„Beinahe“-Kovariante oder 
„e-Kovariante‘‘ erörtert. Die ganz-rationalen Komitanten kann man als Lösungen 
von linearen partiellen Differentialgleichungen betrachten, die sich als Polynome der 
Argumente (z. B. Formenkoeffizienten) schreiben lassen. Wenn ein Integral einer 
beliebigen Differentialgleichung sich durch Polynome P  approximieren 
läßt, so nennt Verf. unter gewissen Voraussetzungen diese P ‚„e-Kovarianten“. — 
Einer Anwendung dieses Gedankens ist der $7 gewidmet, in welchem die rationale 
Approximation der Lösungen dreier gewöhnlicher Differentialgleichungen besprochen 

‚ wird, dabei wiederum ausführlich auf frühere Arbeiten des Verf. zurückgreifend. 
Die erste Anwendung behandelt die Gestalt eines festen Körpers unter dem Einflusse 
der Erosion in einem strömenden Medium. Sein Meridian-Durchschnitt führt unter 
gewissen Annahmen zur Differentialgleichung 


@(9) ((dr/dd) sin d -+ r cos 0) — yY(drja9)? 4- r2. 

Es geht hier entschieden zu weit, daß man Konstante in einer Differentialgleichung 
(so wie z.B. y) als ‚Invarianten“ auffaßt und die Integrale als daraus ableitbare 
Grundformen ansieht. — In einer zweiten Anwendung werden Polynom-Approxi- 
mationen für Planetenbahnen betrachtet, wenn die Behngleichung aus der Diffe- 
rentialgleichung der Zentralbewegung du/dd? + u = F(lju)yu (u=1/r, F= 
Kräftefunktion) gewonnen wurde. . Hier wird insbesondere das Gesetz von Bode 
Titius behandelt und untersucht, wie sich das System der neun Saturnmonde 
diesem ‚Gesetze anpaßt, wobei allerdings neun weitere Monde interpoliert werden. 
Auch die dritte Anwendung ist der Bahntheorie entnommen und greift zurück auf 
frühere Arbeiten des Verf. [Ann. Scuola norm. sup. Pisa, Sci. fis. mat., II. S. 2 
297 308 (1933); 4, 241—249 (1935); 6, 29—40 (1937); 7, 297—311 (1938): dies. 
Zbl. 7, 36; 12, 39; 15, 376; 19, 287]. Hier wird die Frage untersucht, ob eine Ellipse 
mit sehr großer Exzentrizität eine stabile Kometenbahn sein kann wobei der Hallev- 
sche en als Beispiel gewählt wird. ; Weitzenböck [Ovarvaok) - 

iza, Pedro A.: Die Potenzen de ieckszahle ev. U na 
on Ten er Dreieckszahlen. Rev. Un. mat. Argentina 14, 


Hierbei ist Sm 
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Verf . beweist: 
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a” und x eine natürliche Zahl. Holzer (Graz). 


Il 
en 


[74 


Gruppentheorie: 


Robinson, A.: On non-associative systems. Proc. Edinburgh math. Soc... 
IT. 8.8, 111—118 (1949). 
Unter der Gestalt (shape) eines Produktes von Eiementen eines nicht-asso- 
ziativen multiplikativen Systems soll die Art der Gruppierung der Faktoren ver- 
standen werden. [So z.B.sind ((AB)O)D und ((DA)A)A von derselben, da- 
gegen B((BB) B) von verschiedener Gestalt.] Die Summe von Gestalten wird 


durch Multiplikation der entsprechenden Produkte (mit Gruppierung) erklärt, RN 


[I.M.H. Etherington, Proc. R. Soc. Edinburgh 59, 153—-162 (1939); dies. Zbl. 21, 
294.] Für die so definierte Addition bilden die Gestalten einen „einfachen Wald“ 
(simple forest), d.h. ein System W, welches folgenden Axiomen genügt: 1. Gesetz 
der,nunbeschränkten und eindeutigen Ausführbarkeit der binären Operation a + b.. 
2.Aus a +b=c+d folgt a=c und b=d. 3. W enthält höchstens ein „irre-- 
duzibles‘‘ Element. 4. Jede nicht-leere Teilmenge W’ von W enthält mindestens 
einin bezug auf W’ irreduzibles Element. Dabei heißt ein Element ae W’ in bezug 
auf W’ irreduzibel, falls die Gleichung © +y=a für x, yin W’ unlösbar ist. Es 
wird gezeigt, daß zwei einfache Wälder immer isomorph sind; folglich ist das System 
der Gestalten hinsichtlich seiner additiven Struktur durch die Axiome 1.—4. in 
eindeutiger Weise gekennzeichnet. Genügt ein System nur den Axomen 1., 2., 4., 


so heißt es ein „Wald“ (forest). Die Anzahl der irreduziblen Elemente in einem 
Wald wird als die Ordnung des Waldes bezeichnet. (Ein einfacher Wald ist also 


ein Wald erster Ordnung.) Zwei Wälder von gleicher Ordnung sind immer isomorph. 


' Endlich werden noch kommutative Wälder untersucht und der Begriff des Waldes- 
' für den Fall einer n-ären Grundoperation verallgemeinert. T'. Szele (Debrecen). 


e Baumgartner, L.: Gruppentheorie. 2. Aufl‘ (Sammlung Göschen Nr. 837). 


Berlin: W.de Gruyter 1949. 115 S. mit 6 Fig., DM 2,40. 

Szep, J.: Über die als Produkt zweier Untergruppen darstellbaren endlichen 
Gruppen. Comment. math. Helvetici 22, 31—33 (1949). 

Soit @ un groupe d&ecomposable, & facteurs &changeables, HM et K, satisfaisant _ 
& ’hypothese: Ordre HU K = Ordre H-Ordre K; HNK =]. Alors l’equa- 
tion: (AAJkkh=Wk;h,h'eH; k,k’eK definit de facon univoque 2 queleonques 
des 4 elöments k, k’, h, h’ si les 2 autres sont connus. (A) definit, pour tout Ah, 
une substitution k —=,:k. Les z,, quand h parcourt H, forment un groupe II. 
L’application A—n, est un homomorphisme: HII. Si N est le plus grand 
diviseur invariant de @, inclus dans H, son image est l’&l&ment unite de //; d’ou 
l’isomorphisme H/N = II. — @ n’est jamais simple quand l’ordre de // est moindre 
que celui de H. Si @ est le produit direct de H par K, et seulement dans ce cas, 


- IT se reduit & 1. Si H et I] ont le m&me ordre, H ne contient aucun sous-groupe 


normal de @. — Application & des valeurs particulieres de l’ordre d’un element 
de H. — Comme les demonstrations reposent sur la loi associative forte, aucune 
extension aux quasi-groupes ne semble r£alisable. A. Sade (Marseille). 
Piceard, Sophie: Les elasses de substitutions des groupes imprimitifs et les 
bases des groupes imprimitifs „„satures“. Bull. Sei. math., IT. S. 731, 196—214 (1949). 
“ Soit Pensemble E=1,2,3,...,n (n= kp), decompose en p systemes dis- 
joints E, de k chiffres chacun. Soit S une substitution du groupe symeötrique ©,,. 
qui remplace tous les el&ments d’un queleonque de ces systemes, soit entierement 


Ben Ne ee 


par ceux du systeme lui-m&me, soit entierement par ceux d’un autre systeme. La 


totalite des S forme un sous-groupe imprimitif de ©,: le groupe imprimitif-k 
satur6 par rapport aux systemes d’imprimitivit6 #,, soit ©. — Alörs: 


1. & ne peut ötre imprimitif-k’ (k’ #+k), 2. Le centre de & est du 2° ordre 
sik—= 2 et se reduit & 1 dans les autres cas 3. Toute base de ® compte 2 gene- 


rateurs. 4.Sip> 1, le nombre des bases de ® est un multiple de l’ordre du groupe 


sik> 2, et desa moitieik—=2. 5. Si @ est un diviseur de ® et si S (SEG) 
remplace E, par E,, les substitutions o G=o:i, i—=1,2,...,p) forment un 


groupe g, homomorphe & @. Les S se distribuent en 6 classes suivant les parites” 


‚de S et o. Il existe entre ces classes des relations, qui sont un perfectionnement 
des proprietes des substitutions paires et impaires quelconques. Albert Sade. 

Cunichin, €. A.: Über /Z-abteilbare Gruppen. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n.S.59, 443—445 (1948) [Russisch]. 

Diese Arbeit enthält eine Verallgemeinerung der Sylowsätze sowie eines Satzes 
von Ph. Hall [J. London math. Soc. 3, 98 (1928)] und zweier Sätze von Cunichin 
[Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 58, 1295—1296 (1947) und dies. Zbl. 29, 4]. 
Definition: Eine endliche Gruppe @ heißt abteilbar bezüglich einer nicht leeren 
Menge // natürlicher Primzahlen, wenn unter den Primteilern irgendeines Kompo- 
sitionsfaktors von @ stets höchstens einer sich befindet, der zu J/ gehört. — Mit @ 
sind auch alle Unter- und Faktorgruppen IJ-abteilbar. Wenn // nur eine Primzahl 
enthält, so ist @ stets //-abteilbar. Wenn @ auflösbar ist, so ist G abteilbar bezüglich 
der Menge der Primteiler der Ordnung von @. Eine Gruppe ist genau dann p-auf-- 
lösbar, im Sinne von Öunichin (d. h. die Kompositionsfaktoren von @ haben 
entweder die Ordnung p oder zu p teilerfremde Ordnung), wenn @ abteilbar ist 
bezüglich jedes Paares, bestehend aus p und einer anderen Primzahl. Verf. beweist 
durch vollständige Induktion nach der Gruppenordnung und mit Benutzung der 
Sylowsätze den folgenden Satz: Wenn die Ordnung g der I/-abteilbaren Gruppe @ 
in zwei zueinander teilerfremde Faktoren m und n zerfällt und wenn alle Primteiler 
von m zu 1/ gehören, dann gibt es eine Untergruppe der Ordnung m in @, und alle 
Untergruppen der Ordnung m von @ sind unter G konjugiert. — Ref. bemerkt, daß 
mit derselben direkten Methode auch folgt, daß jede Untergruppe, deren Ordnung 
Teiler von m ist, in einer Untergrüppe der Ordnung m enthalten ist. Zassenhaus. 


Robinson, G. de B.: On the representations of the symmetrie group. II. Amer. J . 


Math. 69, 286—298 (1947). 

le) (= lo: .:,. 1 2°" 2%, &oa,=!1) bezeichne ein, Youngsches 
Diagramm (Tableau; s. z.B. D.E. Rutherford, Substitutional analysis, Edin- 
burgh 1948) und zugleich die ihm zugeordnete irreduzible Darstellung der symme- 
trischen Gruppe $,. Verf. betrachtet schiefe (skew) Diagramme [a] — [ß], die 
man erhält, indem man von [x] ein darin enthaltenes Diagramm [$] (N ß, = m. 
also zu S,, gehörig) wegnimmt, und denen sich (im allgemeinen reduzible) Darstel- 
lungen von S, (m +n =!) zuordnen lassen. Der Grad f, der irreduziblen Dar- 
stellung [a] ist bekanntlich zugleich die Anzahl der zu [x] gehörigen „Standard- 


Diagramme“ (s. D. E. Rutherford, a.a. O.); das gleiche gilt für den Grad pl der 


Darstellung [x] — [ß], wenn man hier „Standard“ in entsprechender Weise definiert, 
und es gelten die Formeln 


= Zpels, (Ulm) Zpih, = Eykol 
[] [&] [4] 
(IP] in [a], [a] in [x] enthalten), welche die bekannten Rekursionsformeln der fa 
verallgemeinern. Mittel zur Berechnung der oh werden mit Hilfe der ‚„lattice-per- 
mutations“ von MacMahon (s. D. E. Littlewood, The theory of group charac- 
ters, Oxford 1940) gewonnen. — Mit Hilfe der schiefen Diagramme wird ein neuer 
Beweis einer Rekursionsformel von Murnaghan und Nakayama zur Berechnung 


155. 

‚ von Charakteren gegeben, bei welcher der Begriff eines Hakens eine Rolle spielt, 

bestehend aus einer Stelle von [&] und allen rechts davon in der gleichen Zeile und 

darunter in der gleichen Spalte gelegenen [Nakayama, Japan J. Math. 17, 89-108 

und 411—423 (1941)]. Auch hieraus ergeben sich Hilfsmittel zur Berechnung der a8. 
f. Boerner (Gießen). 

Robinson, 6. de B.: On the representations of the symmetrie group. III. Amer. 
J. Math. 70, 277—294 (1948). 

Diese Arbeit setzt die vorsteh. besprochene fort. Ein schiefes Diagramm be- 
steht i. allg. aus mehreren getrennten (disjoint) Teilen; wichtig ist der Fall, wo diese 
Teile gewöhnliche (‚gerade‘) Diagramme sind. Handelt es sich um zwei Teile [ß] 
und [y], so wird die zugehörige Darstellung mit [ß] :[yj bezeichnet („disjoint 
product“), und es gilt: bei der Zerlegung von [ß] : [y] in irreduzible Bestandteile 
kommt [x] ebensooft vor wie [y] bei der Zerlegung von [x] — [ß]; und ebensooft 
kommt auch {x} in der Zerlegung von {x} x {ß} vor, wenn {a} die nach Schur 
zu [x] gehörige irreduzible Darstellung der vollen linearen Gruppe und x das 


Kroneckerprodukt bedeutet. Die letztere Beziehung gilt auch bei „‚disjoint products“ 


aus mehr als zwei Faktoren. — Ebenso wird die Theorie der Haken (g-Haken, 
wepn sie aus q Stellen bestehen) fortgesetzt. Dem Diagramm [x] (von n Stellen) 
wird ein „Stern-Diagramm“ [x] zugeordnet derart, daß die g-Haken von [x] den 
Stellen von [x]7, die rg-Haken von [a] den »-Haken von [x]f eineindeutig ent- 
sprechen. Entfernt man in gewisser Weise alle rg-Haken (q fest) von [x], indem 
man immer den Rest zusammenschiebt, so bleibt zuletzt als Rest der ‚g-Kern“ 
[&o] von [x] übrig, ein Diagramm von a Stellen, n — «a + bg. Dann wird folgender 
Satz über Charaktere von $, bewiesen: Die Permutation P, sei das Produkt aus 
b Zyklen der Länge q und V irgendeine Permutation der restlichen a von den n Sym- 
bolen. Dann ist 4,(V P,) = 0 x%%,(V), wo x5 die Anzahl der zu [a] gehörigen 
Standard-Diagramme bedeutet und oa = + 1: durch die g-Haken-Struktur von [a] 
bestimmt ist. Diese Untersuchung wird noch etwas weiter geführt, und zum Schluß. 
werden einige Beziehungen zwischen den Graden der irreduziblen Darstellungen 
von S, hergeleitet. Boerner (Gießen). 
Robinson, G. de B.: On the disjoint produet of irredueible representations of 
the symmetrie group. Canadian J. Math. 1, 166—175 (1949). | 
Hier werden speziell ‚‚disjoint products“ (s. das vorsteh. Referat) von n gleichen 
Faktoren [x] betrachtet, wo [x] eine irreduzible Darstellung von S,. Die resul- 
tierende Darstellung //1*! von $,,, wird reduziert. Als Bestandteile erscheinen zu- 
nächst gewisse Produkte [x] © [Pf], die den ‚neuen Produkten“ Littlewoods 
[Philos. Trans. R. Soc., London, A 239, 305—365 (1944)] {a} & {ß} bei den korre- 
spondierenden Darstellungen der vollen linearen Gruppe entsprechen, und zwar ist 


II = ns 25° [&] © [Pl]; 


wo x; den Grad von [ß] bedeutet. Es werden weiter die Charaktere der [x] © [Pl 
und mit deren Hilfe ihre volle Reduktion angegeben. Boerner (Gießen). 

Staal, R. A.: Star diagrams and the symmetrie group. Canadian J. Math. %, 
79—92 (1950). 

Detaillierte Ausführung und Ausgestaltung der Sätze über Hakenstruktur und 
Sterndiagramme aus der oben besprochenen Arbeit von G.de B. Robinson: On 
the representations of the symmetrie group III. Zu den dort verwendeten Begriffen 
Sterndiagramm, p-Haken, p-Kern kommt noch der der p-Serie p%ı, p®,... 
(e, Ze, >: :), wo e, die größte Zahl ist, für die ein p“:-Haken in [x] vorkommt; 
nach Wegnahme dieses Hakens von [a] wird e, entsprechend definiert, usw. All 
diese Begriffe spielen auch bei modularen Darstellungen eine Rolle [T. Nakayama, 
Japan J. Math. 17, 165—184 und 411—423 (1941); R. Brauer und G. de B. Ro- 


156 : 
binson, dies. Zbl. 29, 199]. U. a. wird bewiesen: Aus [x] bilde man 
[2 = 18%. (lea [81,202 1215 


wo [a]”* ein p-Kern ist; der p-Kern von [&]’* habe A, Stellen. Dann besteht die 


 »-Serie von [&] aus: A,-mal p’, A,_,-mal p'=1,..., A,-mal p,. Und folgende Formeln 


über die Teilbarkeit der Darstellungsgrade 2x, z,+ von [&] und [&]*, die in den oben 


zitierten Arbeiten vorkommen [e(k) ist der Exponent, mit dem p in der Prim- 
faktorzerlegung von k vorkommt]: e(2x) = e(n!)— e((n— A)!) + E(zux) (A ist die 
'Stellenzahl des p-Kerns von [x]), sowie e(z,) = e(n!)— N A,e(p‘) mit den obigen 
A, ’ Boerner (Gießen). 


Racah, Giulio: Sulla earatterizzazione delle rappresentazioni irridueibili dei 
gruppi semisempliei di Lie. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., 


VII. 8. 8, 108112 (1950). 


Soit @ un groupe de Lie semi-simple de rang 1, @* son algebre de Lie; on sait 


que la d&monstration algebrique de la reductibilite complete des representations. 
de @, due & H. Casimir et B.L.v.d. Waerden [Math. Ann., Berlin 111, 1—12 
(1935); ce Zbl. 11, 11] utilise un operateur infinit6simal commutant & @*; PA. 


montre qu’il y a ! operateurs independants entre eux jouissant de cette propriete, 
ce qui permet d’etendre directement au cas general le raisonnement de Casimir, i 
loc. eit., pour 1 = 1. — Soit T* une sous-algebre de Cartan de @* (@ etant com-. 


pact ou & parametres complexes), S le groupe (de Weyl) des automorphismes 


de 7* induits par des transformations du groupe adjoint lineaire Ad.@ de G; 
A. verifie pour chaque groupe simple l’isomorphie de l’anneau des polynömes 


sur G* invariants par Ad @ et de l’anneau des polynömes sur 7* invariants par 8, 


et donne les degres des el&ments d’une base de ce dernier. Ce th&oreme, ainsi que 
V’existence, implieitement admise par l’A., d’une base de ! generateurs algebriquement 


ind&pendants ont ete demontres a priori par C. Chevalley (non publie).— Pour le 
röle de ces polynomes dans la topologie de @, cf. J. Leray, ce Zbl. 34, 399. — 
Erratum: x, formule (10), est invariant par S, ce sont les polynömes £&(l,...4) 


et &(r,, . . ., r;) qui changent de signe par certaines operations de S. Borel (Paris). 


Siebenthal, Jean de: Sur certains sous-groupes de rang un des groupes de Lie 


elos. ©. r. Acad. Sci., Paris 230, 910—912 (1950). 

On sait qu’un groupe de Lie compact de rang 1 non abelien est isomorphe soit 
au groupe orthogonal & 3 variables reelles B, soit au. groupe unitaire unimodulaire: 
a 2 variables complexes A,; pour etudier les sous-groupes de ce type d’un groupe 
de Lie compact @, ’A. se place dans l’espace de recouvrement universel R! d’un 
tore maximal 7?’ de @, muni du diagramme de @ (cf. E. Stiefel, ce Zbl. 26, 386) 
et cherche les droites dont l’image dans T? represente l’intersection de T! avec 
un sous-groupe de rang 1 non abelien. Il en est en particulier ainsi de la diagonale 
X = a, (X, &y, . . ., &, parametres fondamentaux de G), et ’A. appelle principal 


un sous-groupe correspondant; 2 d’entre eux sont conjugues. Pour chaque groupe 


simple @, ’A. indique les sous-groupes contenant un sous-groupe prineipal de @ 
et en deduit l’existence de groupes simples de dimensions arbitrairement grandes 
possedant un sous-groupe g & 3 parametres maximum, c. &d. non contenu dans un 
sous-groupe propre different de g. Les demonstrations ne sont qu’esquissees. Les 
sous-groupes de rang 1 non prineipaux seront &tudies- dans une autre Note. Borel. 


Borel, A.: Limites projeetives de groupes de Lie. ©. r. Acad. Sei., Paris 230, 
1127—1128 (1950). 

En generalisant un raisonnement souvent utilise dans la litterature, IA. 
montre les resultats suivants: soit @ un groupe limite projective de groupes 


de Lie @, (rel. & des fx5) et fx ’application canonique de@dans@,; si 9a est un sous- 
groupe & un parametre de G,, @ contient un sous-groupe A un parametre gtel que 
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| f(g) = 9a(l); si @ est connexe, la composante connexe par arc de l’el&ment 
_ neutre de @ est un sous-groupe distingu6 partout dense de @ [ce resultat permet 


de montrer que, pour n > 1, le n-&me groupe d’homotopie 7, (@) est limite projective 
des 7, (@); ef. J. P. Serre, C. r. Acad. Sci., Paris 230, 916 (1950)]. Pour tout «, 
ilexiste un sous-groupe semi-simple maximal S, de G, tel que S, — fx e (Sg) quels 
que soient & et P telsque x <Pß; si (S,) et (S%) sont deux tels systemes de sous- 
groupes, les sous-groupes 8 et 8’ de @, respectivement limites projectives des S, 
et des S$,, sont conjugu6s. Si @ est localement compact, il existe un « tel que le 
noyau N,s de fs, soit compact et que @, soit localement isomorphe & G5 X Nys 
(x <ß <y) [ef. K. Iwasawa, Ann. Math., II. S. 50, 507”—558 (1949), th. 11 et 13]. 
| Jean Braconnier (Nancy). 
Harish-Chandra: Lie algebras and the Tannaka duality theorem. Ann. Math., 
Princeton, II. S. 51, 299—330 (1950). 
Es sei X eine Liesche Algebra über einem Körper X, die durch quadratische 
Matrizes mit Elementen aus einem Erweiterungskörper & von K dargestellt sei. 


' Zwischen den Darstellungen lassen sich unter Verwendung des Begriffs der direkten 


Summe und des Kroneckerschen Produktes zwei Operationen definieren; die Dar- 
stellungen von % bilden damit ihrerseits einen Ring, den Ring der Darstellungen 
vo &. Entsprechend läßt sich zu einer Lieschen Gruppe @ ein Ring % von Dar- 
stellungen bilden, dessen Darstellungen ihrerseits eine Gruppe G(%) bilden. Als K 
wird hierbei der Körper der reellen Zahlen und als seine Erweiterung & der Körper 
der komplexen Zahlen gewählt. — Das Hauptergebnis der Arbeit besagt, daß die 
zu einer Lieschen Gruppe @ gewonnenen Gruppen G(€) und G(%) der Darstellungen 
zweier Ringe Cund % mit E <%, dann und nur dann isomorph sind, wenn & = %. 
— Ferner gibt die Arbeit noch eine Verallgemeinerung des Satzes von Tannaka 


(siehe C. Chevalley, Theory of Lie groups, Princeton 1946, pag. 211). Dort ist 


die Gruppe G(R) der Darstellungen des Ringes R der Darstellungen von G@ unter 
gewissen Bedingungen isomorph zu @. Verf.schwächt die Bedingungen ab und 
gelangt damit nur noch zu einer homomorphen Abbildung. Wever (Mainz). 


Zahlkörper. Funktionenkörper: 


Byde, Folke: Les quantites irrationnelles quadratiques et les substitutions 
linsaires. Ark. Mat., Stockholm 1, Nr. 15, 179—184 (1950). 

Es seien «, ß, y, ö ganz, xö—ßy +0 und 6 quadratisch irrational. 6 genüge 
der Gleichung p®+g9+r=0, (p,9,r)=1. Dann kann man auf zweifach 
unendlich viele Arten ganze Zahlen A, B, C, D so finden, daB G., = 9.3: 
Multipliziert man mit den Nennern, so bekommt man eine Gleichung von der Ge- 
stalt kp02+g9-+r)=0 (k #0, ganz). — Durch Koeffizientenvergleich ergibt 
sich ein System von drei diophantischen linearen Gleichungen mit fünf Unbekann-. 
ten (A, B,C, D, k), woraus sich A, B, ©, D mit elementarer Zahlentheorie ergeben. 

Hofreiter (Wien). 

David, Mareel: Sur trois algorithmes associe6s a P’algorithme de Jacobi. ©. r. 


* Acad. Sei., Paris 230, 1445 —1446 (1950). 


Diese Note vereinfacht und ergänzt die Ergebnisse einer vorangehenden Note 
(dies. Zbl. 35, 305). Dort wurde neben dem eigentlichen Jacobischen Algorithmus 
En —q, 5 N Mar b, e 1 Gi =: = Eat mit a, = er: b,, Em Inn /Enl 
auch der modifizierte Algorithmus betrachtet, bei dem a, als das nächste Ganze 
über statt unter &,/£, gebildet und dann —n,,,, statt 7,1 gesetzt ist. Hier werden 
auch noch die beiden weiteren Algorithmen in Betracht gezogen, bei denen die 
Definition von b, und Z£,,, entsprechend modifiziert ist, und es werden jedesmal 
hinreichende Bedingungen für das Vorkommen nicht-periodischer Algorithmen 
angegeben. Hasse (Hamburg). 


Mann, H. B.: On the field of origin of an ideal. ‚Canadian J. Math. 2, 16—21 - 
1950). 
E seien k) und k,)k, zwei endlich algebraische Zahlkörper und o,, 0, ihre 
Hauptordnungen. Es wird definiert: ein Ideal a, aus k, entsteht in k,, wenn 
Ay = 0, (0, nk) und wenn hier k, nicht durch einen echten Unterkörper ersetzt | 
werden kann. k, heißt der Entstehungskörper von a,. Verf. liefert elementar hin- 
reichende Bedingungen für die Eindeutigkeit des Entstehungskörpers von 45, ins- 
besondere wenn a, eine Primidealpotenz ist. Es werden ferner die Entstehungskörper 
k, und ki eines Primideals p aus k, und der Potenz p9 in Beziehung gesetzt, wog 
die Verzweigungsordnung von p bezüglich eines Unterkörpers von k, ist. Eichler. 

Wang, Shianghaw: On Grunwald’s theorem. Ann. Math., Princeton, II. 8.51, 
471—484 (1950). | 

Es handelt sich um den für die Algebrentheorie wichtigen Grunwaldschen 
Existenzsatz, der in seiner allgemeinen (dort nicht benötigten) Form verlangt, | 
über einem gegebenen endlich-algebraischen Zahlkörper Q fixierte zyklische Er- | 

‚weiterungskörper (K/Q,@) [im Sinne von Ref., Abh. math. Sem. Univ. Hamburg 16, 
29-40 (1949)] eines gegebenen Grades n derart zu konstruieren, daß für eine endliche 
x, K/Q\P 
v - 
Homomorphismen der o-adischen Multiplikationsgruppen Q% in die abstrakte zykli- 
sche Gruppe ® der Ordnung n sind. Verf. hatte in einer kurzen Note [Ann. Math., 
Princeton, II. S. 49, 1008—1009 (1948)], die vom Ref. in dies. Zbl. 32, 108 ausführ- 
“ lich besprochen wurde, bereits auf einen Fehler im Grunwaldschen Beweis seines 
Existenzsatzes hingewiesen, der eine einschränkende Bedingung für die Gültigkeit 
dieses Satzes zur Folge hat, wie sie wesentlich bereits vom: Ref. in der zitierten 
Besprechung formuliert wurde. Verf. zeigt in der vorliegenden Arbeit erstens, daß 
die dort formulierte, hier noch etwas reduzierte Bedingung notwendig ist, und gibt 
zweitens einen ausführlichen Beweis dafür, daß sie hinreichend ist. Dabei lest er 
gleich die etwas allgemeinere Aufgabe zugrunde, (K/Q,o@) als Erweiterungskörper 
eines vorgegebenen fixierten zyklischen Körpers (K,/Q,9,) vom Grade n,|n zu kon- 
struieren, wobei natürlich die vorgegebenen Homomorphismen x, Fortsetzungen 
as 
v 


—= 4%. vorgegebene 


Menge DO von Primstellen vo von Q die Normsymbole ( 


der durch die Normsymbole ( — % gegebenen Homomorphismen der &% 


in die von der Ordnung n, zyklische Faktorgruppe &, von & sein müssen. Außerdem 
setzt er dabei voraus, daß die Menge D alle für K,/Q verzweigten Primstellen ent- 
halte. An Stelle der Grunwaldschen Zusatzforderung, daß K/Q außerhalb von O 
nur eine Verzweigungsstelle besitze, stellt er die Forderung, daß die nicht zu O ge- 
hörigen Verzweigungsstellen von K/Q sämtlich in einem weiteren vorgegebenen 
»yklischen Erweiterungskörper voll-träge sein sollen. Da sich Verf. für den Existenz- 
beweis auf eine Whaplessche elementare Wendung des Beweises des Cebotarevschen 
‚Dichtigkeitssatzes stützt, liefert seine Konstruktion, wie «er hervorhebt, gleichzeitig 
auch einen Beweis für den Existenzsatz der Klassenkörpertheorie im Kleinen. Ferner 
ergibt sich als unmittelbare Folge, daß die in der Algebrentheorie benötigte schwache 
Form des Grunwaldschen Existenzsatzes (statt der Normsymbole nur die lo- 
kalen Grade n, von K/Q vorgegeben) einschränkungslos gültig ist, wie Ref. schon 
in seiner oben zitierten Besprechung festgestellt hatte. Schließlich gibt er als weitere 
Anwendung einen einfachen Beweis des Hasse-Schilling-Maaßschen Normensatzes 
aus der Theorie der zentralen einfachen Algebren. — Bemerkung: Ref. hat inzwischen 
“in einer im J. reine angew. Math. 188, 40—64 (1950) erschienenen Arbeit die not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen für die Gültigkeit des Grunwaldschen 
Existenzsatzes in seiner starken Form (Normsymbole vorgegeben) und auch in der 
schwächeren Form (lokale Zerlegungszahlen e,, fs vorgegeben) in einer etwas durch- 
sichtigeren Gestalt als bei Verf. angegeben und hergeleitet. Hasse (Hamburg). 


I N IoDe 


 Safarevie, I. R.: Das allgemeine Reziprozitätsgesetz. Mat. Sbornik, n. $. 26 

(68), 113—146 (1950) [Russisch]. 
Eine ausführliche Besprechung der wichtigen Ergebnisse dieser Arbeit wurde 

bereits anläßlich der Voranzeige gegeben (dies. Zbl. 32, 392). Es handelt sich, wie 


gesagt, um die Herleitung einer expliziten Formel für das p*-te Normsymbol =2) 


nach einem Primteiler p von p in einem algebraischen Zahlkörper k, der die p"-ten 
Einheitswurzeln enthält, ohne jede Einschränkung für die Zahlen ,ß #0 aus k. 
Daraus folgt dann eine. explizite Formel für das Reziprozitätsgesetz der p"-ten 
Potenzreste im allgemeinsten Falle. Diese Formeln sind vom Typus der bekannten, - 
mit logarithmischen Differentialquotienten gebildeten Kummerschen Formel für 
den Spezialfall, daß n — 1 und %k der Körper der »-ten Einheitswurzeln ist. In 
der Tat zeigt Verf. am Schluß seiner Arbeit auch, wie sich die Kummersche 
Formel seiner allgemeinen Formel unterordnet. — Die vorliegende Arbeit ist der 
erste Teil einer ausführlichen Darlegung der in der Voranzeige eingeführten neuen 
Begriffe und der Beweise für die dort ausgesprochenen Behauptungen. Hinsichtlich 
der neuen Begriffe ist als von grundsätzlicher Bedeutung hervorzuheben die Auf- 
fassung der früher vom Ref. eingeführten Potenz £*?" als Exponentialfunktion E(a), 
wo#£ eine p”-te Einheitswurzel, @ eine ganze Zahl aus dem Trägheitskörper K der 
p-adischen Hülle von k und a irgendeine Lösung der Gleichung p (a) =aP—a=a, 
aus der maximalen unverzweigten Erweiterung K von K ist (P der Auto- 
morphismus: Potenzierung der multiplikationstreuen p-adischen Entwicklungs- 
koeffizienten mit p); in der Tat erweist sich £°?” — E(a) als nur von a, nicht von 
der Wahl der Lösung @, abhängig, außerdem bis auf p”-te Potenzen nur von 
der Restklasse a mod. p*. Glieder dieser Art spielen, wie in der eingangs 
zitierten Besprechung ausgeführt, die Hauptrolle bei der Definition des 
Residuums eines Zahlpaars x, ö = 0 aus k. Was die Beweise für die Eigenschaften 
dieses Residuums und die mit seiner Hilfe gegebene explizite Darstellung des Norm- 
symbols betrifft, so ließen sich die bis in alle Einzelheiten durchgeführten Schlüsse 
des Verf. an einer Reihe von Stellen durch Benutzung von Ergebnissen von Hensel 
und Ref. (siehe etwa dessen Buch ‚„Zahlentheorie“, Berlin 1949, $ 15) noch etwas 
kürzer und durchsichtiger gestalten. Die Hauptschwierigkeit bildet der Beweis der 
Invarianz des explizit definierten Residuums gegenüber der Wahl des lokalen 
Primelements x zu p. Dieser Invarianzbeweis wird in dem vorliegenden ersten Teil 
nur für den Spezialfall p=2 mit n = 1 gegeben; für beliebige Exponenten n 
und auch p= 2 einschließend soll er im angekündigten zweiten Teil der Arbeit 
durchgeführt werden. Hasse (Hamburg). 
Chatelet, Francois: Sur la r&alit& des eourbes de genre un. Ann. Fac. Sei. Univ. 
Toulouse, Sci. math., Sci. phys., IV. S. 11, 75-92 (1949). 
Verf. betrachtet algebraische Kurven Ü vom Geschlecht 1 mit reellen Koeffi- 
zienten und untersucht, unter welchen Bedingungen ( (einfache) reelle Punkte ent- 
hält. Er zeigt zunächst, daß € zu einer kubischen Kurve W in Weierstraßscher 
 Normalform y2 = 42° — 9, &— 9; (Diskriminante A = gd— 27g2 +0) mit reellen 
' Koeffizienten g,, 9, komplex birational äquivalent ist, und zwar mit einer birationalen 
Transformation R derart, daß ARRT=T eine Translation von W ist. Sei T die 
Translation um den Punkt A von W, und seien p (a), 9’ (a) die Koordinaten von A. 
Ferner sei W’ die kubische Kurve y? = 4x"? — 9, x’ + 9, mit dem allgemeinen 
Punkt & =—x, y =iy. Dann ist der Punkt A’ von W’ mit den Koordinaten 
— oa), ip’(a) reell (u von Perioden abgesehen rein-imaginär). Ist nun A<0, 
so enthält © einfache reelle Punkte. Ist A >0, so besteht W’ im Reellen aus 
- einem unendlichen Zug W% und einem endlichen Zug Wo. Liegt A’ auf Wo, so 
enthält € einfache reelle Punkte; liegt A’ auf Wo, so ist das nicht der Fall. 
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Für A<0 kann R reell gewählt werden. Für A>0 gilt dasselbe für alle 
C mit A’ auf W,, während die C mit A’ auf Wo jedenfalls untereinander reell 
birational äquivalent sind. Zum Schluß gibt Verf. noch 7 reelle kubische 
biquadratische Normalformen derart an, daß jede algebraische Kurve € vom 
‚Geschlecht 1 mit reellen Koeffizienten genau zu einer von ihnen reell birational 
äquivalent ist. Hasse (Hamburg). 

© Weil, Andre: Sur les eourbes alg&briques et les variet6s qui s’en deduisent. 
(Actual. sei. industr. Nr. 1041.) Paris: Hermann & Cie 1948. 85 p. $ 

Verf. entwickelt in dieser Arbeit eine algebraisch-geometrische Theorie der 
Kurven und ihrer Korrespondenzen. Er verwendet dabei die Begriffe, Sätze und Be- 
zeichnungen seines Buches ‚‚Foundations of Algebraic Geometry“‘ (Amer. math. Soc. 
Collog. Publ., vol. 29, New York 1946; zitiert mit F), dessen genaue Kenntnis er beim 
Leser voraussetzt. — Es sei T eine über einem Grundkörper k definierte Kurve (das ist 
eine abstrakte Mannigfaltigkeit der Dimension 1 im Sinne von F), von der zusätzlich 
vorausgesetzt wird, daß sie vollständig (complete) sei und keine mehrfachen Punkte 
besitze. Für die Divisoren a von T werden ganzzahlige Funktionen deg (a) und /(a) 
.definiert, die analog zu den in der Theorie der algebraischen Funktionenkörper 
einer Unbestimmten verwendeten Divisorfunktionen ‚Grad‘ und ‚Dimension‘ ge- 
bildet sind. Verf. beweist zunächst den Riemann-Rochschen Satz: 


Ka,—des(a —g Hi +lt-a), 
dabei ist g das Geschlecht der Kurve und f ein sogenannter ‚„kanonischer‘‘ Divisor. 
In der anschließend dargestellten Theorie der Differentiale von T erweisen sich die 


kanonischen Divisoren von T gerade als die den Differentialen zugeordneten Divi- 
soren. Die Differentiale selbst werden erklärt als gewisse Klassen von Funktionen 


des Produktes I x T von T mit sich selbst. — Der zweite Teil der Arbeit befaßt 


sich mit dem Studium der Korrespondenzen; diese sind erklärt als die Divisoren 
‚der Fläche T x T und bilden eine additive Gruppe ®. Es sei ©, diejenige Unter- 
gruppe von ®, die von den Korrespondenzen der Foım )+Txa+bxTF 
erzeugt wird, wobei (p) der einer Funktion +0 von T x T zugeordnete Divisor 
von Tx FT ist, und a, b Divisoren von T sind. Die Faktorgruppe ®/®, besitzt 
eine treue Darstellung als additive Gruppe & linearer Transformationen der Divi- 
‚ sorenklasse von T. Die Hintereinanderausführung zweier Transformationen aus 2 
ergibt wieder eine Transformation aus &. Daher ist 2 ein Ring, also bilden auch die 
Klassen aus. &/®, einen Ring X. Für die Elemente € von X wird eine ganzzahlige, 
lineare Funktion o(&) definiert, die die Eigenschaften einer Spur besitzt: 
o(&:n)=co(n:$). Für das Einselement ö von X ist o(6) = 2g. Der Ring Abesitzt 
einen involutorischen Antiautomorphismus E>E', und es ist o(&) = o(£). Eines 
der wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit ist [neben der Möglichkeit der Definition 
von o(8)] die Ungleichung o(&:&) >0 für jedes Element &=+0 aus X. Es folgt, 
daß A die Charakteristik Null besitzt, also zu einem Ring A, über dem Körper der 
rationalen Zahlen erweitert werden kann. Die Frage, welche Ringtypen für A, 
möglich sind, soll in einer weiteren Arbeit des Verf. behandelt werden. — Ist der 
Grundkörper k endlich mit q Elementen, so ist die Potenzierung mit q ein Automor- 
phismus & von k. Es sei M ein erzeugender (gönerique) Punkt von T. Dann wird 
die Kurve aus T x T, die M x M® als erzeugenden Punkt besitzt, mit I bezeich- 
net; die Restklasse von Tim Ring sei ı. Es gilt die Abschätzung lo(ı")| <2g - qri2 
(für n > 0). Andererseits ist o(*) =1 + q®—v,, wobei v,„ die Anzahl derjenigen 
Punkte P von F ist, für die k(P) im Körper mit q" Elementen liest. Daraus wird die 
Richtigkeit des Analogons zur Riemannschen Vermutung in algebraischen Zahl- 
körpern gefolgert: Die Nullstellen der bezüglich k gebildeten Zetafunktion von F, 


Z(u) = YuX°e(® (a positiv und rational bezüglich k), besitzen den absoluten Be- 
a 
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, 


trag q}. Im letzten Paragraphen betrachtet Verf. einen Teilkörper X von k(M), 


über dem k(M ) algebraisch, separabel und galoissch mit der Gruppe @ ist. Der 


Ring X enthält einen zum Gruppenring von @ isomorphen Teilring Ag. Das Studium 
von X; und der Spurfunktion o (£) auf X, führt u. a. zu einer Theorie der Artinschen 
L-Funktionen Z,(w) für die irreduziblen Charaktere 4. von @. Jede solche Funktion 
 Z,(u) ist rational, für x. 1 sogar ganzrational, ihre Nullstellen besitzen den Be- 
trag q%3, und sie genügt der bekannten Funktionalgleichung. Für X — k(M) 
ist die einzige Z-Funktion die Zetafunktion Z(a). — Zu jedem algebraischen Funk- 
. tionenkörper K,/k vom Transzendenzgrad 1 gibt es bei vollkommenem Grundkörper 
k stets eine über k definierte vollständige Kurve [', ohne mehrfache Punkte derart, 
daß der Körper der über k definierten Funktionen von FT, zu K, isomorph ist. Die 
bezüglich % rationalen Primdivisoren von T, entsprechen umkehrbar eindeutig den 
Bewertungen von Ky/k. Die Ergebnisse des Verf. lassen sich daher in die Sprache 
der Theorie der algebraischen Funktionenkörper übersetzen. Der vom Verf. ver- 
wendete geometrische Kalkül hat jedoch den Vorzug, daß von der in F gegebenen 
Definition und den Eigenschaften des Durchschnittsproduktes (intersection product) 
zweier Divisoren Gebrauch gemacht werden kann. H. Hasse - P. Roquette. 


R Zahlentheorie: 


Todd, John: A problem on are tangent relations. Amer. math. Monthly 56, 
517—528 (1949). 
J.C.P. Miller hat zur Tabulierung von In /'(x +iy) mittels der Relation 
Inf(«e+iy-+1)=tIn (x? +9) +iarctg (y/a) +mI'(xe +iy) 
Tafeln von arctg (a/b) aufgestellt (Mathematical tables and aids of computation 2, 
1946) und dabei Identitäten der Form 
(*) arctgn —= N f,aretgn, (n,f,n, ganz rational, O<n,<n) 


beobachtet, wo arctg x den Wert zwischen 0 und x/2 bedeutet. "Verf. untersucht, 
wann solche Zerlegungen (in endlich viele Summanden) auftreten können und zeigt: 
Dann und nur dann gilt eine Reduktion (*), wenn jeder Primteiler von 1 +n? 
unter den Primteilern von 1m? für m=1,2,...,n—1 vorkommt oder: 
wenn der größte Primteiler von 1 +n? kleiner als 2n ist. Der Beweis verläuft im 
Ring der Gaußschen ganzen Zahlen. Es gibt unendlich viele natürliche Zahlen, 
die eine Reduktion (*) zulassen, und unendlich viele, für die das nicht zutrifft. Zur 
Reduktion von arctg (a/b) wird ein Satz von D.H. Lehmer benutzt (dies. Zbl. 
19, 9), nach dem sich arc etg (a/b) als endliche alternierende Summe von Werten 
arc ctgn, darstellen läßt. In diesem Zusammenhang findet auch eine von Gauß 
aufgeworfene Frage (Werke 2, 1876, 477 und 523) ihre Beantwortung. Zwei Tabellen . 
mit Reduktionen werden angegeben. Rohrbach (Mainz). 


— „ where 


2,0) 
Tı 


[0,0] 
a” 
Skolem, Th.: An arithmetieal property of the funetion S ur 
II op 
n=0 i=0 
the p; are naturalprimesand the x; (n) polynomials with integral coeffieients. Norske 
Vid. Selsk. Forhdl. 22, Nr. 39, 183—187 (1950). 


oo 7 ae 
Verf. betrachtet die Funktion f(x) = = En NE I und 
n=(0 HE 
P1>:-:,Pı Primzahlen sind, während x, (n) =a,n’+ b,n (Beh HierA)aelliere, 
und b, werden ganz vorausgesetzt, sowie 0, Z0 li =1,..., 1), >.0. ‚Verl. ke- 


er ; 
weist: Falls P= II pi “ so sind f(0) und die Zahlen f(r) [r ganz, (r, P) =1] zu 
ai Kloosterman (Leiden). 


T 
je endlich vielen rational unabhängig. 
11 
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Mordell, L. J.: Note on eubie equations in three variables with an infinity of 
integer solutions. Ann. Math. pura appl., Bologna, IV. S. 29, 301—305 (1949). 

Elementar-arithmetischer Beweisdes Satzes: Die Gleichung ?=a2?+by?’+c 
mit ungeraden ganzen a, b, c und (a,b) = 1 hat unendlich viele ganzzahlige Lö- 
sungen &, y, z, wenn c & b?mod. 7 für 7|@ und ce = a®mod.”7 für 7b. Der’Be- 
weis beruht auf dem Lemma: Die Kongruenz y?= x? + kmod.a mit ganzem k- 
und ungeradem « ist lösbar; es gibt sogar eine Lösung mit (y,a) = 1, außer wenn 
7a und k=— 1 mod. 7. Hasse (Hamburg). 


Pörez-Cacho, L.: Die Summenfunktion von sukzessiven Indikatoren. Mem. 


Mat. Inst. ‚Jorge Juan“, Nr. 7, 25 S. (1948) [Spanisch ]. 
Die Arbeit ist eine Fortsetzung der des Verf. in Rev. mat. hisp.-amer., III. S.1, 
45—-50 (1939); dies. Zbl. 25, 305. Die dortige Funktion E (r) (Summe der iterierten 


 Eulerschen g-Funktionen bis einschließlich der ersten, wo der Wert eins wird), 


bezeichnet er nun mit P(n). Ist y= P(x) nach x lösbar, so nennt Verf. y eine 
Indikatorzahl. Verf. beweist folgende Sätze: 1. Aus P(n)=n—1 folgt: n ist 
eine Potenz von 2 und umgekehrt. 2. Für n > 2 ist genau dann P(n) =2n— 5, 
wenn n eine Fermatsche Primzahl, also eine der Form 92* 4 1 jst. Sonst ist stets 
P(n) <2n— 3. 3. Von allen Zahlen der Form 2% — 1 sind die einzigen, die die 
Kongruenz P(n) = 1 mod 4 erfüllen, die Mersenneschen Primzahlen von ungeradem 
‚Exponenten. 4. Ist 2» +1 Primzahl und P(n)=n, soist P(2n +1)=3n. 

Umgekehrt: Ist 2r +1 Primzahl und P(2n +1) = 3n, soist P(n)=n. Über 


die Gleichung P(n)=n vgl. obzitierte Arbeit des Verf. Dies ist stets für 


n = 3% erfüllt, aber auch z. B. für n = 15 und 39. 5. Ist (a,b) =1, p(a) eine Potenz 
von 2, so ist P(ab) +1= (P(a) + 1)(P(b) + 1)/2. 6. Für Fermatsche Prim- 
zahlen n gilt P(n?) =n P(n). Es folgen noch einige ähnliche Sätze. — Der Satz 2. 
gibt eine scharfe allgemeine Abschätzung von P(n) nach oben. Verf. will in $ 21 
auch eine solche nach unten geben. Es ist P(n) >an, wo a der folgende Grenz- 
wert ist: $ 


1; 1 2 

im IR 
D) Ss 

ee 3 2c +1 


Da aber, was Verf. übersieht, dies unendliche Produkt gegen Null divergiert, so ist 
der Schluß des Verf. richtig, aber trivial. — Verf. vermutet (analog der Goldbach- 
schen Vermutung): Jede gerade Zahl ist Summe zweier Indikatorzahlen. Er glaubt, 
daß der Beweis außerordentlich schwer ist. Bis 100 zeigt er die Vermutung durch 
direkte Rechnung. — Am Schlusse gibt Verf. eine Tafel von P(r) für O0 <n <100. 
| Holzer (Graz). 

Renyi, Alfred: On a theorem of Erdös and Turän. Proc. Amer. math. Soc. 1, 
—10 (1950). 
Verf. zeigt in Vertiefung eines Satzes von Erdös und Turän (dies. Zbl. 32, 269) 


folgenden Satz: Es sei in der komplexen Zahlenebene //y der Polygonzug mit den 


Ecken z,=n+ilogp, (pP, ZN, p,n-te Primzahl) und @ seine totale Krümmung 
definiert durch \ 
N 
w a k4 “k 
es 
k=2 % “k—1 


Dann ist stets @ >clogloglog N, wo c eine positive Konstante ist. Benützt 
wird beim Beweis der Primzahlsatz mit der Restgliedabschätzung von de la Vallee 
Poussin. Hlawka (Wien). 
Gu pta, Hansraj: On a problem of Erdös. Amer. math. Monthly 57, 326-329 
(1950). f 
Für die von P. Erdös gestellte Aufgabe, p(&) = k!, zu lösen, wo p die bekannte 
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Eulersche Funktion ist,gab J.Lampak [Amer.math. Monthly 55,103(1948)]dieLösung 
2 = (k!)?/p(k). Es bezeichne M, die Menge aller natürlichen Zahlen, die genau ü 


Primfaktoren genau in der ersten Potenz enthalten, S,(k) die Zahl der Lösungen 


in M,. V.L. Klee (dies. Zbl. 31, 252) vermutete (T) 8, (k)Z1, (II) lim 8, (k) = ©. 
'k—>00 


Verf. beweist beide Vermutungen. Holzer (Graz). 

Davenport, H.: Indefinite binary quadratie forms. Quart. J. Math. (Oxford 
II. S.) 1, 54—62 (1950). 

Es sei f(x, y)=ax?+bxy-+ cy? eine indefinite binäre quadratische Form 

mit reellen Koeffizienten und der Diskriminante d = b?— 4ac. Die Form soll die 
Null nur in trivialer Weise ganzzahlig darstellen. Zu jeder solchen Form gibt es 
reelle Zahlen &, n, so daß für alle ganzen Zahlen x, y 
ag ker&yHnl> »2d x >0, konst. 
(In einer vom Verf.in den Proc. London math. Soc. erscheinenden Arbeit wird 
gezeigt, daß man x? = .,,; setzen kann.) Sind die Koeffizienten von f(x, y), 
also a, b, c ganz rational, so gibt es rationale Zahlen £, ») so, daß (1) erfüllt wird. 
Der Beweis beruht auf Eigenschaften der reduzierten indefiniten Formen. So gibt 
es hekanntlich zu jeder indefiniten Form eine Kette von äquivalenten reduzierten 
Formen. Der Verf. zeigt mit Hilfe der Reduktionstheorie von Hermite, daß es 
zu jeder Form eine „‚reguläre“ Kette gibt, und damit gelingt der Nachweis des obigen 
Satzes. Hofreiter (Wien). 

Hlawka, Edmund: Über Potenzsummen von Linearformen. IH. Österreich. 
Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., S.-B., IIa 156, 247—254 (1948). 


Es seien L,,...,L, n Linearformen in n Veränderlichen x,,..., x, mit der 


Determinante 1. Von diesen Formen seien r reell und 2s konjugiert komplex 


(n = r—+ 2s). Minkowski gab in seiner Geometrie der Zahlen ($ 40) [siehe auch 
Koksma, Diophantische Approximationen, Berlin 1936, S. 22—23; dies. Zbl. 12, 
396] Werte C an, für die 

() LPr+.-+LPsc p2i) 

ganzzahlige Lösungen &,,...,2,#0,...,0 hat. Vander Corput und Schaake 
[Acta arith. 2, 152—160 (1936); dies. Zbl. 15, 154] haben (1) verschärft. Mit Hilfe 
einer modifizierten Methode von Blichfeldt [Trans. Amer. math. Soc. 15, 227—235 
(1914)] gelingt es dem Verf., die Schranke € neuerdings herabzudrücken. (Die für 
© gefundenen Ausdrücke sind kompliziert und werden daher nicht angeführt.) Er 
erhält für p = 1 den schon von Blichfeldt [Mh. Math. Phys. 43, 410—414 (1936); 
dies. Zbl. 13, 345] gefundenen Wert. Der Verf. hat in I [S.-B. Akad. Wiss. Wien, 
math.-naturw. Kl., IIa 154, 50—58 (1945)] den Fall p >2 und hier in II den Fall 
1 <p <2 betrachtet. Hofreiter (Wien). 


Analysis. 
Allgemeines: 


eSirk, Hugo: Mathematik für Naturwissenschaftler und Chemiker. Eine Ein- 


- führung in die Anwendungen der höheren Mathematik. Sechte, verb. Aufi. Dresden, 


Leipzig: Verlag v. Th. Steinkopff 1950. XII, 202 8., 126 Abb. u. 1 Ausschlagtafel. 
DIEI2.—: 

e Modenov, P. S. und 6. L. Nevjazskij: Kursus der höheren Mathematik. Moskau- 
Leningrad : OGIZ, Staatsverlag für techn.-theoret. Literatur. 1948. 560 8., R. 17.— 
[Russisch ]. ; 

e Puig Adam, P.: Theoretisch-praktischer Kursus der Integralreehnung mit 
Anwendungen auf Physik und Teehnik. (Lehrbücher der Analysis für Ingenieure.) 
Madrid: Biblioteca Matemätica 1949. VIII, 323 S. [Spanisch]. : 
| 11* 
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Das Buch entspricht der Vorlesung im ersten Semester der Escuela des Ingenieros Industria- 

les (etwa der Maschinenbaufakultät unserer Technischen Hochschulen vergleichbar), wo auf 
Grund der in Spanien’ erlangten Vorbildung bereits Differentialrechnung in vollem Umfang. 
- vorausgesetzt werden kann. Verf.geht von einer genauen Theorie der Irrationalzahlen aus, | 
fügt die absolut strenge Fassung des Bolzano-Weierstraßschen Theorems an und gelangt so zu 
einem strengen Aufbau des Integralbegriffes, gegründet auf die gleichmäßige Stetigkeit. Auch 
' weiterhin bemüht er sich, streng zu sein. Er selbst sagt in der Vorrede: „In der Ingenieuraus- 

bildung darf die Strenge nicht als ein Hindernis verachtet werden, auch nicht in eine fixe Idee 

ausarten. Der zukünftige Ingenieur darf sie ebensowenig wie der reine Wissenschaftler vernach- 

lässigen, weil er die Festigkeit des Bodens, den er betritt, und die Feinheit des Werkzeugs, das 

‘er handhabt, kennen muß“. — So ist denn wissenschaftliche Strenge überall durchgeführt. 
Wo — wie in der Theorie der Fourierschen Reihen — die Ausführung der Beweise den Rahmen 

des Buches übersteigen würde, sind die Sätze ohne Beweise gegeben. Lebesguesches Maß und 

Lebesguesches Integral sind zwar nicht genau ausgeführt, aber weitgehend angedeutet. — 

‘Nicht als Tadel, sondern, um den Verf. aufmerksam zu machen, sei ein Versehen angeführt — 
es dürften nur sehr wenige vorkommen. Auf S.120, Beispiel 2 sucht er die gleichmäßige Kon- 

oo - 


vergenz des Integrals | e* 
ö 


"sinxzdx/x» durch Vergleich mit dem konvergenten Majoranten- 


ee 
integral [ sinzdx/x zuzeigen. Da aber dies nicht absolut konvergiert, so ist der Beweis nicht 


erbracht. (Der Satz ist richtig, aber viel schwieriger zu beweisen.) — Das Buch hat folgende 
Gliederung: Kap.I. Der Integralbegriff: 1. Reelle Veränderliche. 2.' Gleichmäßige Stetigkeit. 
3. Die Begriffe Bogenlänge, Fläcke, Volumen. 4. Die Regelvon Barrow undihreVerallgemeinerun.g | 
Kap. I. Allgemeine Integrationsmethoden: 6. Übersicht. 7. Integration rationaler Funktionen. 
8. Integration irrationaler Funktionen. 9. Elliptische Integrale. 10. Integrale transzendenter 
Funktionen. 11. Integration durch Reihen, gleichmäßige Konvergenz. 12. Näherungsweise 
Integration. 13. Von einem Parameter abhängige Integrale, 14. Studium einiger bestimmter 
Integrale. Gammafunktion. Formeln von Wallis und Stirling. — Kap. Ill. Anwendungen 
der bestimmten Integrale: 15. Ebene Flächeninhalte, Bogenlängen. 16. Andere Anwendungen 
des Integrals. Oberflächen und Volumina von Drehkörpern. 17. Fouriersche Reihen. 18. Ortho- 
gonalfunktionen, Kugelfunktionen. 19. Harmonische Analyse. — Kap. IV. Integration im zwei- 
und mehrdimensionalen Bereich: 20. Kurvenintegrale, Potential. 21. Begriff des Doppelinte- 
grals. 22. Berechnung des Doppelintegrals, Riemannsche Formel. 23. Oberflächenberech- 
nung, Oberflächenintegrale, Stokesscher Satz. 24. Drei- und mehrfache Integrale. Formel von 
Ostrogradski. — Kap. V. Anwendunger auf die Geometrie von Massen: 25. Schwerpunkt, 
'statisches Moment. 26. Trägheitsmoment. — Kap. VI. Begriffe der Vektor- und Tensorrech- 
nung: 27. Algebraische Operationen mit Vektoren. 28. Theorie der Vektorfelder. 29. Anwen- 
dung der Vektoranalysis auf die mathematische Physik. 30. Einführung in die Tensoranalysis. 
— Kap. VII. Grundbegriffe der Differentialgeometrjie: 31. Krümmung ebener Kurven, Fin- 
hüllende und Evoluten. 32. Raumkurven, begleitendes Dreibein, Flexion, Torsion. 33. Krüm- 
' mung auf Flächen. 34. Krummlinige Koordinaten auf Flächen, winkeltreue Abbildung von 
Flächen. — Der Wert des Buches wird durch die jedem Abschnitt beigefügten überaus zahl- 
reichen Übungsbeispiele sehr erhöht. Es finden sich auch im Text Tafeln der elliptischen In- 
tegrale, des Fehlerintegrales und der Gammafunktion. BRolzer (Graz). 


e Fubini, Guido e Giuseppe Albenga: La matematica dell’ ingegnere e le sue 
applieazioni. Vol. I. Bologna: Nicola Zanichelli 1949. VIII, 498 p. | 
Verf. beabsichtigen in einem zweibändigen Werk, von dem hier der erste Band 
vorliegt, alle für den Ingenieur wichtigen Teile der Mathematik nebst ihren An- 
wendungen in der Technik so darzulegen, daß sie auch der, der nur das Wichtigste 
aus der Mathematik und Physik der Mittelschule beherrscht, verstehen kann. Das 
Buch ist nicht für Mathematiker geschrieben. Man findet darin wenig Epsilontik, 
keine Existenzbeweise usw. Die Auswahl des außerordentlich vielseitigen Inhaltes 
ist durch die Anwendungsmöglichkeiten bestimmt. Eine Übersicht über die be- 
 handelten Gegenstände mögen die Kapitelüberschriften geben. 1. Verschiedene 
Theoreme der elementaren Algebra, 2. Determinanten und Gleichungssysteme | 
ersten Grades, 3. Maßeinheiten (Dimensionsbetrachtungen, Maßsystem von Giorgi) 
4. Fundamentalbegriffe (Strecken, Winkel, orientierte Flächen und Vektoren), 
3. Weitere Fundamentalbegriffe (Uneigentliche Elemente, harmonische Teilung. 
Momente erster und zweiter Ordnung, affine Figuren), 6. Kartesische Koordinaten 
und erste Anwendungen (Sphärische Geometrie), 7. Gaußsche Theorie zentrierter 


b} 
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optischer Systeme, 8. Elemente der darstellenden Geometrie, 9° Graphische Statik 
(Schwerpunkt, Seileck, Kräftezerlegung, Fachwerk, Cremonaplan, räumliche 
Kräftesysteme), 10. Polarkoordinaten und komplexe Zahlen, 11. Elemente der 
analytischen Geometrie der Ebene, 12. Grenzwert, Stetigkeit und Ableitung, 13. 
Elemente der Differentialrechnung, 14. Maxima, Minima und Wendepunkte, 15. 
' Elemente der Integralrechnung, 16. Einige Anwendungen der Ableitung und des 
Integrales in der Physik, 17. Die Ellipse, 18. Kegelschnitte und ebene Kurven von 
besonderer Wichtigkeit, 19. Geometrische Örter im Raum (Relativbewegung, 
Zentral- und Corioliosbeschleunigung, Flächen zweiter Ordnung, Mohrscher Kreis, 
Quadrix, Trägheitsmomente). Übungsaufgaben enthält das Buch nicht. Die Dar- 
‚ stellung weicht gelegentlich von der üblichen ab. Durch die Durchdringung der 
. theoretischen Darstellung mit Anwendungen sucht Verf. die mathematischen Begriffe 
weiter zu klären und ihre Bedeutung für die Praxis herauszuarbeiten. Willers. 


: Kavun, N. I.: Begründung der Theorie der reellen Zahlen nach dem Verfahren 
A.N. Kolmogorovs. Uspechi mat. Nauk 2, Nr. 5 (21), 199—229 (1947) [Russisch]. 


Es wird ein von Kolmogoroff entworfener Gedanke durchgeführt, der eine 
Konstruktion der reellen Zahlen unmittelbar aus den ganzen Zahlen ermöglicht, 
ohne erst. die rationalen Zahlen als Zwischenstufe zu gewinnen. — Unter dem 
Symbol [m/n], wo m eine nichtnegative, n eine natürliche Zahl ist, wird die größte 
Zahl k verstanden, für welche kn <m gilt. Als „positive reelle Zahl“ wird eine, 
eindeutige Funktion definiert, m =«(n), welche jedem natürlichen r ein hicht- 
negatives m zuordnet, so daß folgende zwei Eigenschaften bestehen: 1. für alle 
natürlichen k ist x(n) = [x(kn)/k] oder m.a. W. für beliebige natürliche k, r gilt 
ka(n) <Sax(kn) <k(x(n) -+1). 2. Für beliebiges natürliches n gibt es ein natür- 
liches k, so daß x(kn) >kx«(n). Solche Funktionen werden als existent nach- 
gewiesen. — Die Arbeit führt dann sorgfältige Beweise für alle erforderlichen Eigen- 
schaften, die das konstruierte System als identisch mit dem der reellen Zahlen er- 
kennen lassen. Es wird so ein vollständiger, neuer Aufbau der reellen Zahlen ge- 
wonnen. Egon Ullrich (Gießen). 


Mengenlehre: 


Wang, Hao: A theory of constructive types. Methodos, Milano 1, 374—384 
(1949). 

Eine typenfreie Mengenlehre Z kann nach v. Neumann und Bernays dadurch 
erweitert werden (zu einem System Z’), daß eine neue Variablensorte für Klassen 
(d. h.: solche Teilbereiche eines Modells von Z, die nicht notwendig durch Elemente 
des Modells repräsentiert sind) und für diese ein Schema von prädikativen Kom- 
prehensionsaxiomen eingeführt wird (d.h.es wird die Existenz aller ohne gebun- 
dene Prädikatenvariablen definierbaren Klassen gefordert). Bernays und Gödel 
haben gezeigt, daß ein solches Schema auf endlich viele eigentliche Axiome reduzier- 
bar ist. Verf. zeigt unter Benutzung dieser Reduktion, daß, wenn ein abzählbares 
Modell von Z existiert, dieses zu einem solchen von Z’ erweitert werden kann. 

> Indem er jeweils Elemente und Klassen als Elemente eines neuen Systems auffaßt, 
iteriert er dieses Verfahren und gelangt durch Vereinigung der entstehenden Folge 
von Systemen zu einem System Z, welches unter derselben Voraussetzung wieder 
ein abzählbares Modell besitzt. — Der für Z nur skizzierte Ansatz wird ausgeführt 
für ein zahlentheoretisches System (*Z), das aus dem System in Hilbert-Bernays, 
Grundlagen der Mathematik T, p. 465 durch eine naheliegende Modifikation der 
vollständigen Induktion entsteht. Dies ist die ‚Theorie der konstruktiven Typen“ 
des Verf. Verf. nimmt an, daß die Weylsche Analysis (Das Kontinuum, Leipzig 
1918) und ein größeres Stück der Theorie der transfiniten Zahlen in diesem System 
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entwickelt werden kann. — Ref. vermißt ein Axiom (oder Schema), durch welches 
auch die Elemente eines Typs als Elemente des nächsthöheren Typs charakteri- 
siert werden, da das System sonst wesentlich enger als die verzweigte Typentheorie 
der Principia wird (vgl. auch die Beschreibung von Z). — Die Definition des. 
kartesischen Produkts ist offenbar verstümmelt. @. Hasenjaeger (Münster i. W.). 


Dubreil, Paul: Relations binaires et applieations. C. r. Acad. Sei., Paris 230, 
1028-1030 (1950). | | ; | E 

Eine mehr-mehrdeutige Abbildung f der Menge. E auf die Menge E’ heißt semi- 
uniform, wenn zwei Abbilder f(x), f(y) in E’ (x, y€ E) entweder fremd oder gleich 


‘sind. Eine solche Abbildung definiert eine Klasseneinteilung von E’; für die zu- 


gehörige Äquivalenzrelation 7’ gilt 7’ = c’ (vgl. Dubreil-Jacotin, dies. Zbl. 35, 323), 
d. h. die minimalen invarianten Untermengen o’ sind die verschiedenen Abbilder. 
Die Umkehrung gilt auch: wenn 0’ und die f(x) identisch sind, dann definieren sie 
eine Klasseneinteilung von E’, und f ist semi-uniform. Gleichzeitig mit f ist 
semi-uniform. Gilt RERCT SRS für zwei Relationen R, $ in E, so heißt R S-hexa- 
gonal. Verf. gibt einige hinreichende Bedingungen über die $-Hexagonalität. Mit 
einer Relation (R in E wird eine Relation (@/ in E’ assoziiert, sodaß x’ (@} Y' besteht, 


wenn es zwei Elemente x, yin E mit € f(x), y € f(y), <R y gibt. Der Zusammen- 


hang zwischen (2 und @ wird diskutiert, und mittels der neu eingeführten Begriffe 
werden einige Sätze bewiesen. L. Fuchs (Budapest). 


Ljapunov, A. A.: Über ös-Operationen, die die Meßbarkeit und die Bairesche 
Eigenschaft erhalten. Mat. Sbornik, n. S. 24, 119-127 (1949) [Russisch]. 

Verf. setzt seine eigenen und die Untersuchungen anderer Autoren über mengen- 
theoretische Operationen fort. Sie spielen sich hier in einem Raum J ab, der als 
absolute B-Menge gedacht ist. Wenn Z eine gewisse Klasse von Teilmengen aus J 
ist, so heiße eine Menge ECJ Z-meßbar, falls man sie inder Form E=E,+B, 
darstellen kann, wo E, eine B-Menge und E,€ & ist. — Die Mengenklasse £ heiße 
unten abgeschlossen, wenn sie alle Untermengen ihrer Mengen enthält und wenn 
jedes E€ EZ in einer B-Menge E’E€£ enthalten ist. — Die Klasse Z heiße ein 
o-System, wenn sie in bezug auf die Operation der abzählbaren Sumimation invariant 
ist. — Das unten abgeschlossene o-System # heiße eine verdünnte Klasse, wenn 
Je Z und wenn, wie man ein System paarweise fremder Z-meßbarer Mengen auch 
wählen mag, alle Mengen dieses Systems mit höchstens abzählbar vielen Ausnahmen 
zu 5 gehören. — Das Komplement einer S-meßbaren Menge sowie die Summe und 
der Durchschnitt von abzählbar vielen Z-meßbaren Mengen sind wieder Z-meßbar. 
— Eine Menge, die bezüglich jeder verdünnten Klasse meßbar ist, wird deskriptiv 
meßbar genannt. Komplement, abzählbare Summe und abzählbarer Durchschnitt 
von deskripitiv meßbaren Mengen sind wieder deskriptiv meßbar. — Alle deskriptiv 
meßbaren Mengen besitzen die Bairesche Eigenschaft. — Eine eineindeutige B-Trans- 
formation führt deskriptiv meßbare Mengen in deskriptiv meßbare Mengen über. 
Die deskriptive Meßbarkeit bleibt also bei Homöomorphismen erhalten. — Nun 
wird eine mengentheoretische Operation T'y definiert wie folet. Sei N eine Menge 
von Ketten; dabei bedeutet Kette eine Menge natürlicher Zahlen. {E,} sei eine 
Mengenfolge. Wie üblich werde ®y({E,}) = N II E, gesetzt. Die Operation ®y 


neNnen 
heiße S-meßbar, wenn sie bei Anwendung auf Z-meßbare E,, wieder eine S-meßbare 
Menge liefert. Analog ist die deskriptive Meßbarkeit einer mengentheoretischen 
Operation gemeint. Sei jetzt R — {N%} ein System von Mengen von Ketten, wobei 
n eine natürliche Zahl und & eine Zahl der zweiten Zahlklasse ist. Bedeutet {E„} 
wieder eine beliebige Mengenfolge, so wird gesetzt: 


0 ' X & x 
En = E, Ä Ei; Bo en Er } Em j Ds (Er}) 
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| und für eine ash! Yen] Es. Dann’soll 


a<y m 
| Ta ({E„}) = Au b= B2 
j sein. — Die Operation T’y heiße ler) ehe für jedes n gilt: 


| NIE NEO CN CHE <D). 

, Es wird der Satz bewiesen: Wenn & eine verdünnte Mengenklasse ist, alle Ds 
‚ E-meßbar sind und T7'y regulär ist, so ist T’y eine Z-meßbare Operation. Daraus 
ergibt sich, daß ein reguläres 7’y mit deskriptiv meßbaren ® a x deskriptiv meßbar 


ist. — Ferner wird.der Satz bewiesen: Die Menge der paarw eise nichtäquivalenten 
,  T-Operationen, deren sämtliche Basen B-Mengen sind, hat die Mächtigkeit 28ı. — 
Dabei sollen zwei T-Öperationen als nichtäquivalent gelten, wenn ihre Anwendung 
, auf die Gesamtheit aller offenen Mengen verschiedene Klassen von Mengen liefert. 
— Zum Schluß stellt Verf. die Frage, ob es mittels derjenigen deskriptiv meßbaren 
T-Operationen, d? ‚ren Basen N, B-Mengen sind, möglich ist, alle deskriptiv meß- 
baren Mengen zu gewinnen, wenn man von den B-Mengen ausgeht. Mittels einer 
, gewissen Verallgemeinerung der 7-Operationen zu 7’-Operationen und des Be- 
griffes „deskriptiv meßbare mengentheoretische Operation‘ zu einem Begriff 
„gtasi-deskriptiv meßbare mth. OÖ.“ beweist Verf. in bezug auf seine Frage den Satz: 


' perfekten Menge durch Anwendung einer quasi-deskriptiv meßbaren 7’-Operation, 
bei der alle Basen N, B-Mengen sind, auf ein (sogar abzählbares) System 
von offenen Mengen herstellen. Neumer (Mainz). 
MeShane, E. J.: Images of sets satisfying the condition of Baire. Ann. Math., 
Princeton, II. S.51, 380—386 (1950). 

L’A. demontre un theoreme purement ne suivant lequel l’image d’un 
ensemble de 2?me catögorie satisfaisant & la condition de Baire par certaines familles 
de fonctions contient des points interieurs. De ce theoreme sont deduits les resultats 
connus faisant int »rvenir la notion de cat&gorie dans les groupes ou les espaces . 

' vectoriels topologrques, — et aussi des resultats nouveaux. Par exemple, YA. 
donne un corollaire affirmant qu’une fonetion convexe sur un sous-ensemble convexe 
d’un espace vectoriel topologique est continue sous certaines conditions. (Dans la 
demonstration du corollaire 1, il faudrait prouver qu’un point oü $ est de 2*m® cate- 
gorie est dans S; mais ’A. a communiqu6 au rapporteur une demonstration simple 
de ce fait.) Dixmier (Paris). 

Cuesta, N.: Wachsende Folgen von Ordinalzahlen. Rev. mat. a 
IV.S.9, 83—96 (1949) [Spanisch]. 

Verf; betrachtet die Menge M aller aufsteigenden Folgen vom yanE @,, deren 
Elemente Ordinalzahlen der Mächtigkeit N, sind. Bezeichnen | 
AERO, Ve, 
zwei solche Folgen, so wird in M eine teilweise Ordnung definiert: A, <A, dann 
und nur dann, wenn es ein A<o, gibt mit xıe <agae für A <E <o. Voll- 
ständige Einien in M, d.h. größte geordnete Teilmengen von M, sind stets wohl- 
geordnet und von einem Typus > @,. Verf. setzt sich mit der Note von H. Eyraud 
Kia; Zbl. 29, 347), einen Beweis der Kontinuumshypothese betreffend, auseinander. 
"Über die dabei in Frage stehende Mächtigkeit der verschiedenen Abschnitte in den 

einzelnen Gliedern einer Linie (= geordneten Teilmenge) von M, 
2 ae ee ee 

. werden einige Aussagen ih und dabei dargetan, wo die Unzulässigkeit der 
Baweisführung von Eyra ‚ud liegt. Abschließende Bemerkungen beziehen sich auf 
die prinzipielle Schwierigkeit des Kontinuumsproblems in Zusammenhang mit den 
Zahlsystemen. Aumann (Wür: zburg). 


Wenn 28 — x, ist, so läßt sich jede deskriptiv meßbare Teilmenge der Cantorschen ne 
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Differentiation und Integration reeller Funktionen: 


e Bourbaki, N.: El&ments de math&matique. I. .Les structures fondamentales 
de Panalyse. Livre IV: Fonetions d’une variable r6elle (Theorie &l&mentaire). Cha- 
pitre I: D6riv6es; Chapitre II: Primitives et int6grales; Chapitre II: Fonetions elömen- 
taires. (Actual. sci. et industr., No. 1074.) Paris: Hermann & Cie. 1949. 184 p. 

Die breite Anlage des Bourbakischen Werkes zeitigt schon in dieser elementaren 
Theorie der Differentiation und Integration ihre besonderen Früchte und führt zu 
einem Aufbau nach allgemeineren Gesichtspunkten als den üblichen. Der Um- 


stand, daß viele Sätze der Infinitesimalrechnung einer reellen Funktion einer reellen 1 


Veränderlichen auch für Vektorfunktionen gelten, wird von Anbeginn berücksich- 
tigt; demgemäß sind die Formulierungen und Beweise der Sätze (wo möglich) 
gleich für Abbildungen y = f(x) einer Teilmenge der reellen Zahlen x auf Punkte y 
eines vollständigen linearen normierten Raumes über dem Körper R der reellen 
Zahlen durchgeführt. Das gilt insbesondere für die Ableitun£ eines Produktes 


mehrerer Faktoren (aufgefaßt als stetige multilineare Abbildung‘' und der inversen 
Funktion (f(z))-! (etwa für den Fall einer inversen Matrix), ferner entsprechend | 


für höhere Ableitungen und die Taylorsche Formel. Beim Satz über den endlichen 
‚Zuwachs einer stetigen Funktion und über Stetigkeit der Ableitung einer stetigen 


Funktion (als Folge der „scharfen“ Differenzierbarkeit) werden hinsichtlich Existenz 


der Ableitung abzählbar viele Ausnahmepunkte zugelassen. — Ausführlich werden 


die stetigen konvexen Funktionen behandelt. — Die Integrationstheorie beschränkt 


sich auf Intervalle als Definitionsbereiche und auf endliche Werte der Funktionen. Bei 


der Definition der Stammfunktion g (x) von f(x) wird neben der durchgehenden Stetig- 
keit von g(x) die Existenz der Ableitung g’ (x) undihre Übereinstimmung mit f(x)nicht 


überall verlangt, sondern ebenfalls eine abzählbare Ausnahmemenge zugelassen. 
Bewiesen wird die Existenz von g(x) für jede „Regelfunktion“ f(x) (‚fonction 
reglee‘‘). Eine solche Funktion ist auf jedem abgeschlossenen kompakten Teil des 
Definitionsintervalls als gleichmäßiger Limes von Treppenfufktionen — d. h. 
Funktionen, welche nur endlich viele verschiedene Werte und di>se auf Intervallen. 


annehmen — darstellbar. Wenn das Definitionsintervall I z. B. offen ist, so ist für 


eine Regelfunktion auf I kennzeichnend, daß in jedem Punkt von / der links- und 
der rechtsseitige Limes existieren. Die Unstetigkeitspunkte einer Regelfunktion 
sind abzählbar. Integrale sowie uneigentliche Integrale (Integration über nicht kom- 
paktes Intervall) von Regelfunktionen werden mittels Stammfunktionen erklärt, 
ihre Approximation durch Riemannsche Summen gezeigt. Die Vertauschung der 


Reihenfolge von zwei der Operationen d/d«, f dy, lim werden ausführlich behan- 
z 
delt. — Exponentialfunktion und Logarithmus erscheinen als Lösungen des allge- 


meinen Problems: Stetige homomorphe Abbildung f(x) der additiven Gruppe R 
in die multiplikative Gruppe @ der inversiblen Elemente einer vollständigen nor- 


mierten Algebra E mit Einselement über R. Die Kreisfunktionen kommen zum - 


Vorschein bei einer homomorphen Abbildung von R auf die multiplikative Gruppe 
der komplexen Zahlen vom Betrag 1. Exponentialfunktion und Logarithmus werden 
‚auch für komplexe Zahlen definiert und im Anschluß die Stammfunktionen der 
rationalen Funktionen behandelt. Schließlich folgen die Potenzreihenentwicke- 
lungen der elementaren Funktionen. Wieder sorgen zahlreiche Beispiele und Auf- 
gaben für konkretes Material und eine weitergehende Vertiefung und Verbreiterung. 
Eine historische Note von 40 Seiten Umfang am, Schluß beleuchtet den Gegenstand 
von folgenden Seiten her: Mathematische Strenge (Unendlich Kleines, Indivisiblen, 
Differentiale), Kinematik, algebraische Geometrie, Klassifikation der Probleme. 
Interpolation, Algebraisierung, Funktionsbegriff. Aumann (Würzburg). 
Salinas, Baltasar R.: Über die Theorie des Maßes. Rev. Acad. Sei. exact. fis. 
natur. Madrid 42, 465—491 [Spanisch]. 
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Das Ganze ist eine knappe Darstellung des beschränkten Lebesgueschen Maßes 


‚auf einem abstrakten geschlossenen abzählbar vollständigen Booleschen Verband. 


Eine teilweise geordnete Menge mit einem ersten und letzten Element (O bzw. E) 


wird durch Hinzunahme von bekannten Axiomen zu einem geschlossenen abzählbar 


vollständigen Booleschen Verband ® ausgebaut. Ausgangspunkt für eine Maß- 
theorie auf ® ist eine Teilmenge $ von ® mit den Eigenschaften, daß 1. mit J, 


und J, auch J,NJ, in $ enthalten ist und 2. E— J für jedes J aus $ als Summe. 


von endlich vielen J aus \% darstellbar ist; % wird durch endliche Summenbildung 
zu einem geschlossenen Booleschen Verband W ergänzt. Eine zunächst auf & defi- 
nierte, nicht negative (beschränkte) endlich additive Funktion u. (J) wird in bekannter 
Weise zu einem Inhalt auf X erweitert und der geschlossene Boolesche Verband A* 
der im Jordanschen Sinne u-meßbaren Elemente von ®B bestimmt. — Unter Vor- 
aussetzung der bedingten Volladditivität von u auf $ vollzieht sich nun die Entwick-- 
lung der Lebesgueschen Maßtheorie über die ‚offenen‘ und „abgeschlossenen“ Ele- 
mente von ®; als „offen“ gilt die Vereinigung, als „abgeschlossen“ der Durchschnitt 


von je endlich oder abzählbar unendlich vielen Elementen aus X. Der innere Jor- 


dansche Inhalt eines offenen Elementes @ bzw. der äußere Inhalt eines abgeschlosse- 
nen Elementes F wird als Maß definiert. Die Definition des (äußeren, inneren) 
MaSßes und der im Lebesgueschen Sinne u-meßbaren Mengen bewegen sich alsdann 
in den klassischen Bahnen. Aumann (Würzburg). 
Hayes jr., €. A. and A. P. Morse: Some properties of annular blankets. Proc. 
Amer. math. Soc. 1, 107—126 (1950). - 
Eine Bedeckung F (wegen Bezeichnungen und Definitionen vgl. die Arbeit 


"von A.P. Morse, dies. Zbl. 31, 387) heißt ‚‚scheibenartig“ (‚annular‘‘), wenn jedes. 


ß€F abgeschlossen und jedem z€ Ar einA(x) mit 1 <A(x) < + 00 zugeordnet 


_ werden kann, so daß [yx So]CPC[yx <So/(x)] für jedes PEF(x) mit passen- 


dem o >0. Vsei das System jener Maßfunktionen im Raume 8, welche auf be- 

schränkten Mengen beschränkt sind und sich für Mengenpaare mit positiver Distanz 

additiv verhalten. Mit Hinsicht auf einen früher bewiesenen Satz, wonach ®-fast 

überall auf A; die Maßfunktion f€ V nach ® endlich differenzierbar ist bezüglich F', 

sofern F ®-stark ist, wird bewiesen: Damit die scheibenartige Bedeckung F ®-stark 

sei, ist folgende Bedingung notwendig und ar DEV und für jede borel- 
(BB) 


sche Menge von $S und ze Az gilt lim al ICE Fe) ap > are": Dabei 


ist letzterer Limes erklärt als der gemeinsame Wert von 


lim (sup an [BeF(x) und d(ß + {x}) < ) [t % 0] und lim (inf...) [t y 0). 
Schließlich. konstruieren Verff. in der Ebene eine Bedeckung mit abgeschlossenen, 
nahezu kreisscheibenartigen Mengen und dazu eine Maßfunktion 2, bezüglich 
welcher der Ableitungssatz nicht gilt, obwohl er bei Verwendung von Kreisscheiben 
Gültigkeit hat [A. S. Besicovitch, A general form of the covering prineiple 
and relative differentiation of additive functions, Proc. Cambridge Philos. Soc. 41, 
103—110 (1945) ]. Aumann (Würzburg). 

Dubrovskij, V. M.: Über die Stetigkeit eines bestimmten Integrals, das von einem 


* Parameter abhängt. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 66, 149—152 (1949) [Rus- 


sisch ]. 
Verf. befaßt sich mit der Frage der Stetigkeit eines Integrales einer von einem 


Parameter x stetig abhängenden Funktion in bezug auf diesen Parameter im Bereich 


der sehr allgemeinen, von ihm in verschiedenen Abhandlungen untersuchten Inte- 
grale im Lebesgue-Stieltjesschen Sinn: la je x) M(&, dX,), zCW- (dies. 


Zbl. 29, 115; 32, 197; 34, 182). Hierbei ist f(x, ®) als Funktion von x für jeden 
Parameterwert x meßbar in bezug auf eine bestimmte Familie M von Untermengen 
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einer vorgelegten Menge X irgendwelcher Elemente und summierbar in bezug auf 
die endliche nicht-negative, vollständig additive Mengenfunktion M(«, e), € CM. 
An die Stelle der meßbaren Mengen in gewöhnlichen Lebesgueschen Integralen 
treten in diesen Integralen die Mengen der Familie M und an die Stelle des Lebes- ! 
gueschen Maßes die entsprechenden Werte von M (e). — Bewiesen wird vermittelst 
der Eigenschaften dieser Integrale und der Hölderschen Ungleichung der Satz: 
Sei f(&, x) für jedes «CA eine stetige Funktion von x im Bereich einer metrischen, 

abgeschlossenen, kompakten Menge $t, die obige Voraussetzungen erfüllt, wobei 
M(&,e) ebenfalls stetig in bezug auf «C$ für jede Menge eC M sei. Konver- 
giert dann das Integral J (x) gleichmäßig in «, so ist es eine stetige Funktion von a 

innerhalb fi und, umgekehrt, ist es eine solche und ist f(x, x) nicht negativ, so kon- 
vergiert.J(x) gleichmäßig. Falls zwei positive Konstanten X und p >1 existieren 


derart, daß f If, @)|p M(o, dA,)<K gilt, so ist die Bedingung der gleichmäßigen 
Di 


Konvergenz von (x) erfüllt, also / (x) stetig. Demzufolge genügen Stetigkeit von 
f(&, x) in bezug auf x und gleichmäßige Beschränktheit des bestimmten Integrales 
zur Stetigkeit von J(x) nicht, wie Nemyzkij es behauptet hatte [Mat. Sbornik, 
n. S. 41, 436 (1934)], was auch durch ein Gegenbeispiel belegt wird. 


Svenson (Heidelberg). | 
Kronrod, A. $.: Über das Linienintegral. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 66, 
1041—1044 (1949) [Russisch ]. 

Verf. bringt eine Übertragung der Begriffe der Ableitung und des Integrales 
als Funktion seiner beiden Grenzen aus dem Gebiet der Funktionen von einer Ver- 
änderlichen auf dasjenige der Funktionen von n Veränderlichen mit dem Ziel der 
Wahrung des grundlegenden Zusammenhangs zwischen ihnen. Die Definitionen be- 
nutzen mengentheoretische Begriffsbildungen ‘und sind für eine n-dimensionale 
Kugel / ausgeführt. Die Ableitung wird mit Hilfe des Gradienten und einer mengen- 
theoretischen Einteilung der Punkte von / bezüglich des Verhaltens der Funktion 
in ihnen in einer Weise definiert, daß die Funktion durch ihre Ableitung bis auf 


& 
eine Konstante bestimmt ist, und das Integral fl /(n)dn durch einen ebenfalls. 
& 


mengentheoretisch fundierten Grenzübergang, ausgeführt an den Linienintegralen 
gewisser aus f(n) abgeleiteter Funktionen über alle rektifizierbaren Kurven, die zwei. 
gegebene Punkte & und Z auf / verbinden. Die von ihm definierten Operatoren 
‚ heben sich nach Angabe des Verf. in beiden Richtungen genau wie im gewöhnlichen 


je ’ 
Fall gegenseitig auf: | /; In) D —(d) gilt auf I fast überall im Sinne des n-dimen- 
& c 
sionalen Lebesgveschen Maßes, wenn f(n) stetig ist: f F(n)dn=F(&)—F(£) 


gilt, wenn F(n) n mal differenziernar ist. Auch die gewöhnliche Formel für die 
Schwankung einer Funktion F(n) zwischen den Punkten & und £, 
14 


A 


bleibt erhalten bei derselben Voraussetzung über F(n). Beiden weiteren grundlegen- 
den Eigenschaften des Integrales treten aber Abweichungen vom gewöhnlichen Ver- 
halten auf. So ändert sich das Vorzeichen des Integrales bei V. ertauschung seiner 


Grenzen nicht, und an die Stelle der Additivitätseigenschaften treten die Eigen- 
schaften 


& &, Es 14 E E 
Stoan+ Stman> Sharan: Sf) +o@l dn> J tm) dn + [ Pln)an. 
1 , eu } & € e & 
Teilweise gelten die Formeln auch für einen n-dimensionalen Würfel an Stelle der 
Kugel. Svenson (Heidelberg). 
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Büekner, Hans: Untere Schranken für skalare Produkte von Vektoren und für 


analoge Integralausdrücke. Ann. Mat. pura appl., Bologna, IV. 8. 28, 237961 


(1949). 
Als Gegenstück zur Schwarzschen Ungleichung werden Abschätzungen der Form 


Surao>Cc(f u dd - [ v0)! 


gesucht; mit 0 >0 sind sie zwar nicht allgemein möglich, wohl aber für engere 


 Funktionenklassen. W. Blaschke und G. Pick haben konvexe Funktionen be- 
trachtet [Math. Ann 77, 277—300 (1916); s. a. M. Krafft, Math. Z. 40, 469476 


(1935); dies. Zbl. 12, 103]; Verf. läßt hier allgemeiner Funktionen der Form 
u()= [Ks tagt), 2() = [ Hls,r) dh(e) 


zu, wobei g und A ebenso wie ® monotone Belegungsfunktionen sein sollen. Dann 
ist der beste mögliche Wert der Konstanten € gegeben durch das Minimum des Be- 


trages der Funktion 


Wit,T) = f K(s,t) H(s, t)d®(s): (f K?(s, t) d® (s) -f H?(s, rt) dB (s)) j 
(deren Nenner nicht verschwinden soll). Bei diesem Satz wie auch dem entsprechen- 
den für den Fall, daß einer der beiden Faktoren «, v festzuhalten ist, wird noch die 


‚Mößlichkeit berücksichtigt, daß die Belegungsfunktionen der Stieltjes-Integrale 


nur in einer gewissen Teilmenge des Grundintervalles <0, 1) der Integrationsveränder- 
lichen variieren. Die Sätze von Blaschke und Pick sind in diesen Sätzen des Verf. 
enthalten und werden n. a. auch auf Vektoren übertragen. Bödewadt (Brunoy). 


Mejman, N.: Über Bedingungen, unter denen sich die Ableitung der Majorante 
einer Funktion als eine Majorante der Ableitung der Funktion erweist. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. 8. 71, 609—612 (1950) [Russisch ]. 

An die Ungleichung von S. Bernstein (1926) 


roalse sup If(&)]; 


00 

erst für trigonometrische Polynome, dann für ganze Funktionen vom Mitteltyp o 
der Ordnung 1 bewiesen, ist eine lange Reihe von Verschärfungen angeschlossen 
‚worden, insbesondere von B. Ja. Levin (1943). Indes erlaubten alle diese Aussagen 
nicht mehr, zur Grenze ganzer Funktionen überzugehen. Hier wird nun eine Be- 
dingung gewonnen, die alle vorliegenden Aussagen umfaßt und zudem diesen An- 
schluß an ganze Transzendenten zuläßt, ja sogar bei der Wachstumsordnung ©. 
— Sind f(x), (x) komplexwertige Funktionen von reellem x, und gilt im Punkte x 
neben |f(x)|< |®(x)| noch für einen beliebigen reellen Parameter p, daß f(x):@ (x) 
in einer gewissen e-Umgebung von x von e'? verschieden bleibt, so „darf man‘ 
in der Majorantenbeziehung differenzieren: es gilt auch |f(z2)|< |o’(&)|, Existenz 
der Ableitungen vorausgesetzt; & = &(p). — Mehrere Anwendungen auf ganze 
Transzendenten der ‚‚Klasse H B“: g(z), 9(z) haben keine gemeinsamen Nullstellen 
und |g(2)|< |g(z)| für Im z < 0. Diese Klasse wurde vom Verf. und Tschebotareff 
in mehreren Arbeiten behandelt (vgl. dies. Zbl. 36, 182, 183). Egon Ullrich: 


Nikol’skij, $.: Verallgemeinerung eines Satzes von 8. N. Bernstein über diffe- 


“ renzierbare Funktionen mehrerer Veränderlichen. Doklady Akad. Nauk SSSR,n. 8. 


59, 15331536 (1948) [Russisch]. 

H%) sei die Klasse aller f(x) (auf der reellen Achse), die für unganzes p > 0 
noch eine r — [p]-te Ableitung mit Lipschitzbedingung der Ordnung x = pP — [p] 
haben, für ganzes p > 0 aber eine stetige r = (p — 1)-te Ableitung mit der Glatt- 
heitsbedingung |A,f(z)|< M|h|, wobei A, die 2. Differenz ist, und die Kon- 
stante M von f, aber nicht von x und h abhängt. Unter Annahmen über die Zuge- 
hörigkeit von f(x, y) zu HP) bzw. H“ in y bzw. x, wird auf Existenz und Klassen- 
zugehörigkeit zu H%) von reinen und gemischten partiellen Ableitungen geschlossen 


x N N 
Se \ l 
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— unter quantitativen Angaben über’ die Klassenindizes k. Und es wird gezeigt, | 
daß es eine Funktion f(x, y) gibt, welche die Voraussetzungen erfüllt, aber in keiner $ 
‘ höheren Klasse H), mit k,> k, liegt. Der Sonderfall p—=g des ersten Aussagen- 
teils stammt schon von 8. Bernstein (1912 und 1948). Egon Ullrich (Gießen). i 
Rodnjanskij, A. M.: Über differenzierbare Abbildungen von Gebieten. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. S. 72, 15—17 (1950) [Russisch ]. RE 
G sei ein zunächst nicht notwendig endliches Gebiet des R,, fi... f, in 62 
differenzierbar, f die durch die f, vermittelte Abbildung von @, J die Funktional- 
‘ determinante der f,. Es werden eine große Anzahl von Eigenschaften von f (ohne 
Beweis) aufgestellt, z. B. die Darbouxsche Eigenschaft von J,d.h. # {J (x) = 0} N @G 
[Menge der (x,,...,x,) mit J>0] und E{J(x) <0)} D@ nicht leer impliziert 
E{J (2) = 0} @ nicht leer, oder: = E{J(2)=0}0@ genau dann, wenn die | 
f; abhängig sind, Sätze, welche bisher wohl nur unter der Voraussetzung der stetigen 
Differenzierbarkeit bekannt waren. Ist @ beschränkt und f noch stetig in der abge- 
‘schlossenen Hülle von @ und J >0 (oder <0), dann eilt z.B.: wenn J=0(0 nur 
in jenen Punkten, in welchen alle partiellen Ableitungen der f, verschwinden, dann 
erfüllt f die Bedingung (f@),C f@, (A, ist die Begrenzung der Menge A), ein Satz, 
der nach Verf. alle Resultate der Arbeit G.I. Adelson-Welskij und A. S. Kron- 
rod [Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 49 (1945)] enthält. Den Abschluß bilden | 
Sätze über Beziehungen zwischen den Zusammenhangszahlen von Gebieten und 
deren gemäß f vermittelten Bilder. Schmetterer (Wien). 


Iseki, Kiyosi: Simple construetion of generalized Peano eurve. J. Osaka Inst. 
Sci. Technology 1, 1—2 (1949). 

' Essei Rder Raum aller Folgen {a,} reeller Zahlen a, mit 0<a,<1,n=1,2,..., 

Es wird ein Bogen {f,(t)} in X mit in 0 <t <1 eindeutigen stetigen Funktionen 

f„(£) konstruiert, welcher jeden Punkt von R enthält. Die einfache Konstruktion - 

wird durch Modifikation einer Lebesgueschen erhalten. Haupt (Erlangen). 
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Allgemeine Reihenlehre: 


Tornheim, Leonard: Harmonie double series. Amer. J. Math. 72, 303-314 | | 
(1950). / | 2 


Es wird der Wert der Folge 8 p”g"(p + q)* bestimmt. Er sei mit (r, s,t) 
2,9=1 


bezeichnet. Die Hauptresultate sind folgende: Sei n eine ungerade Zahl, so kann 


je,°} . 
man (r,s,n—- r— s) explizit als Polynom von c,C,.-..,6, I,= 3 v*) be- 


2 

stimmen, und die Koeffizienten des Polynoms sind rationale Zahlen. Fbenso lassen 
sich die Werte von (2r, 2r, 2r) und (2r—1,2r,2r + 1) explizit als Polynome von 
69, .:,Cg, ausdrücken, und die Koeffizienten der Polynome sind rationale Zahlen. ; 
— In anderen speziellen Fällen werden auch die Werte von (r, s, t) explizit als Poly- 
nome der c, angegeben. Zum Beweis der Sätze wird eine Reihe von interessanten it 
Lemmas bewiesen. St. Fenyö (Budapest). 

Mambriani, A.: Moltiplicazione integrale e moltiplieazione sommatoria. Atti 
Sem. mat. fis. Univ., Modena 1, 135—142 (1947) % 
L’Au. propone un nuovo simbolismo ed una nuova terminologia per l’operazione 
‚ di moltiplicazione integrale di due funzioni f(x, Y), 9(X, y) [espressa da 


ee 


ß 
A f(x, t) g(t, y) dt con a, ß costanti o funzioni di x, y| e per l’operazione di molti- 


Er a { a DE € r 
plicazione sommatoria di due successioni Aa: Dan [espressa da N Up b. „iR 
k=a , 


con x, ß interi costanti o funzioni di m, n]. Aldo Ghizzetti (Roma). 4 


| .(1948). 


a Da rn? 173 
Alexiewiez, A.: On multiplieation of infinite series. Studia math. 19, 104—112 


Let R= {.P,} be an increasing sequence of finite sets of pairs (t, k) of positive 


oo 
‚integers such that U P, contains all such pairs. N is called perfect if for any two 


r {6} 
i NE &r En 2 (n) g 
convergent seTles I, Er = 5]; S Nr —85 the sequence 9, Br Er &; Nee s Er &, N 
Ak)ELln ı,k = 


converges to 8] 8. W has the property (m}) if this is always true under the additional 
hypothesis that 2, is absolutely convergent. The au. shows that N is perfect 
if and only if supd(P,) <o0 where #(‚P,) denotes the minimal number of non- 
overlapping rectangles a<Sı<sß, ASksu whose union is P,. WR has the 
property (m,) if and only if the number of changes from 0 to 1 in all sequences 
en ıp .. is bounded. For the proof, the au. uses a representation o,=f,(®, Y), 
where f, is a bilinear functional in the product X x Y of suitably chosen Banach 
spaces and theorems on the convergence of sequences of such functionals. 
A different proof of the first result has been given by R. Rado [’Quart. J. Math. 
(Oxford Ser.) 11, 229—242 (1940); this Zbl. 25, 37]. @.@. Lorentz (Kingston, Ont.). 
„ Fuchs, W. H. J.: On the „eolleetive Hausdorff method“. Proc. Amer. math. 
Söc. 1, 66—70 (1950). 
R.P. Agnew nennt die Folge {s,} nach „kollektiver Hausdorff-Methode“ 
9-summierbar zu S, falls {s,} nach jeder regulären Hausdorffschen Methode zu 8 


‘summierbar ist [Trans. Amer. math. Soc. 52, 215—237 (1942)]. Er stellt die Frage, 


ob eine Matrix-Methode, welche die Methode 9 enthält, existiert. (Die Methode A 
enthält die Methode B, falls alle nach B summierbaren Folgen auch nach A zuderselben . 
Summe summierbar sind.) Verf. beantwortet diese Frage negativ. Er beweist näm- 
lich folgenden Satz: Es existiert keine Matrix A = |la,,.„|| für welche: (a) 


oo 
en Pe Ay,nSn (m = 0,1,2,...) konvergiert, wenn {s,} $-summierbar ist; 
n= 


(B) ist {s,} 9-summierbar zu 8, so ist £„—S (m —> oo). St. Fenyö (Budapest). 
Rajagopal, €. T.: On a Tauberian theorem of 6. Ricei. Proc. Edinburgh math. 

Soc., II. 8.8, 143146 (1949). 
Es handelt sich um Umkehrsätze für Riesz- und Dirichlet-Summierbarkeit mit 

Tauberbedingungen, die sich zu solchen von Lückencharakter spezialisieren lassen. 


2 — Sei f(s) — > a,e": (a,reell; O SA, <A <:"" <A, > 00) konvergent für 


s >60, ferner 
T 
o(2)=A(2) =. 3 a, 0,(8) el («tr -1Alt)dt (k >O). 


SE 0 

Dann gilt Satz A: Für eine Konstante 7 >0 und eine in (0, 00) enthaltene Punkt- 
menge E sei 

lim lim fin [A(y)— A(x)} 2—r, 

n>0 z>ooinE z«<y<z(l+n) 
ferner sei (1) 0,(2) — 0,,1(2) = Or (1) bei x — 00 für ein geeignetes k >20, und 
(2) im f(s)—=S; dannist lim 4A(x) <S$+r. Diese Aussage ist allgemeiner als 

23.20 > ooinE : 


ein entsprechender Satz von G. Ricei [Ann. Mat. pura appl., Bologna, IV. S. 13, 
287—308 (1935); dies. Zbl. 11, 15]. Während Ricei sich einer Methode von 
Vijayaraghavan bediente, benützt Verf. wie in früheren Arbeiten [vgl. Verf., 
Proc. Edinburgh math. Soc., II. S. 7, 162—167 (1946) und dies. Zbl. 34, 42] eine 
an L.S. Bosanquet und O.Szäsz anschließende Technik. Einen Schritt zum 
Beweis des Satzes A bildet der Satz a, der aus A dadurch entsteht, daß (1) und (2) 
zusammen ersetzt werden durch die Voraussetzung: _$ a, istsummierbar zum Wert S 
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durch das Rieszsche R(A,, k)-Verfahren. Der Beweis von a und die Zurückführung 
von A auf @ geschieht mit Hilfssätzen aus den oben angegebenen Arbeiten des. 
Verf. — Zum Schluß spezialisiert Verf. die Sätze A und a zu Taubersätzen, beidenen 
die Umkehrbedingung aus einer Mischung klassischer Tauberbedingungen (O,-Be- | 
dingung und Lückenbedingung) besteht. Meyer-König (Stuttgart). 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Berman, D. L.: Konvergenz einiger Interpolationsprozesse. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. S. 64, 5—8 (1949) [Russisch]. i 

[Zur Fachsprache und Bezeichnung vgl. das Referat über Feldheim, dies. Zbl. 
21, 397.] Verallgemeinerung eines Konvergenzsatzes von S. Bernstein, der sich 
auf eine Tschebyscheffsche Dreiecksmatrix von Knoten bezieht, sowie eines Satzes 
für Jacobische Matrix. Es wird die Approximation an meßbare f(x) in Lebesgue- 
punkten betrachtet. © Egon Ullrich (Gießen). 

Cakalov (Tehakaloff), L. N.: Über die Konvergenz einer Formel der trigono- 
metrischen Interpolation. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 13, 177-191 


-.. (1949) [Russisch]. 


Konvergenz- und Divergenzbedingungen für die Folge der Polynome trigono- 
metrischer Interpolation Q,(x, f) bei einer unstetigen Funktion f(x), der Periode 
27x, an Unstetigkeitsstellen &,. Die Knoten seien &, — 2»r/n; dann ist zunächst 
bei stetigem f(x), 


n—1 
1—cosnx 


= De fm) stets Iim Q, (= Ita). 
v—=0 X N 00 


Die Methode erlaubt es, die Gesamtheit der Häufungswerte der Folge Q,(%g; f) bei 
Unstetigkeitsstellen erster Art [wo noch die Zielwerte f(&,+ 0) existieren] zu be- 
stimmen. Das Ergebnis hängt wesentlich ab vom arithmetischen Charakter von 
%,:277, mehr denn vom Verhalten von f(z) nahe x,. Ist x,:2r rational, gleich - 
p/g, so gibt es nur endlich viele Häufungswerte, andernfalls aber erfüllen diese 
das ganze Intervall (f(x, — 0), f(x, + 0)). Für den Fall p:q ergeben sich die 
Häufungswerte f(x,) und 


Fllen + 9 + Mn 0} + {fl + do 9} vl E) @=1,%...0-0) 


q 
1 


mit pa) = [| (1) 


sinnzxt 
ö sin at 


Egon Ullrich (Gießen). 


Rudin, Walter: Uniqueness theory for Laplace series. Trans. Amer. math. 
Soc. 68, 287—303 (1950). 

L’A. cherche & ötendre des th&oremes d’unieite sur les series de Fourier aux 
series de Laplace. Soit Y,,la trace sur la surface spherique unite S (espace & 3 dim.) 
m polynome harmonique homogene de degre n; un exemple est l’expression 
a JS to P,(cos PQ)dQ oü f est sommable sur 8, et P, le polynome de 
Legendre d’ordre n; la serie 2 Y,, correspondante est dite serie de Laplace de f. 
L’A. cherche des conditions sous lesquelles une serie de Y,„ queleonques est la serie 
de Laplace d’une fonction sur $S. Ildonne essentiellement deux theor&mes etablissant 
des conditions suffisantes; une condition commune est que N Y„n(n +1) soit 
la serie de Laplace d’une fonetion continue sur 8. Brelot (Grenoble). 

Bernstejn (Bernstein), $. N.: Über neue Untersuchungen, betreffend die beste 
Annäherung stetiger Funktionen dureh Polynome. Uspechi mat. Nauk 5, Nr. 4 (38) 
121—131 (1950) [Russisch]. 


Wiedergabe eines Vortrags vor dem 5. Internationalen Mathematikerkongreß, 
Cambridge 1912. 


m 


En SIEHE 


rn m Tr rn Te ne 
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Geronimus, Ja. L.: Über asymptotische Eigenschaften von Polynomen, welche 


auf dem Einheitskreis orthogonal sind, und über einige Eigenschaften positiver har- 
‚monischer Funktionen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 14, 123-144 (1950). 


[Russisch ]. ; 

Es werden die zuerst von Szegö [Math. Z. 9, 167—190 (1921)] behandelten 
Orthogonalpolynome zum Einheitskreis in gewisser Weise abschließend bearbeitet. 
Es sei 


PAR 7 


Pe=et, | Be) B@ =, NT” 


r ö h, (n = m) ; 
wobei die Belegung o(#) = 0, beschränkt, mit nichtabzählbarer Menge von Wachs- 
tumspunkten auf [0, 27]. Oder auch bei gegebener Folge a, (ja,| <1) die Lö- 


Q 


‚ sungen der Differenzengleichung (n = 0,1,2,...) 


Oase (2) Ze (a, z + 441) Par) Ayrı 2 ja„|®) 18 (2) 
- Er 
Bi, =1 Bo@=2-0, h,- hol] (1 — |a,]?). — In mehreren Arbeiten hat 


der Verf. das asymptotische Verhalten dieser P,(z) auf |2| <1 in Abhängigkeit 
von der Folge «, ins Einzelne untersucht; hier faßt er seine Ergebnisse abrundend, 
unter Verschärfung und mit neuen Sätzen zusammen. [Vgl. dies. Zbl. 23, 217; 
24, 394, 399 und 29, 207; ferner Mat. Sbornik, n. S. 15 (57), 99—130 (1944); 
Commun. Soc. Math. Kharkoff 19, 35—120 (1948).] — Es werden dabei erstens 
Aussagen zur Asymptotik von P7(z) = 2" P„(z”!) gewonnen, in bezug auf (bei- 
spielshalber): 
A. lim // P* («2)=1, B. lim Pf} ı: P# = 1, gleichmäßig. auf | <1, 

C. lim PA (2) =n(z) gleichmäßig auf || <r <1, x(z) analytisch in |z2| <1 mit 
1:7(z)€E H,. Ferner werden verschiedene Approximationsaussagen für P} (ei?) an 
ein (ei?) „fast überall auf [0, 2x7]““ gegeben, wobei die Näherung auch durch allerlei 
Integralmittel gemessen ist. Die Voraussetzungen, meist hinreichend, in einigen 


‘ Fällen auch als notwendig erkannt, sind von zweierlei Art: Entweder beziehen sie 


s & et 
sich auf die Koeffizienten, wie etwa: a,—0 n.u.h. für B., Be z 


| > 0 


roreichend für A. BSICHE <oo n.u.h. für €C.; ähnlich auch vom Typus 
Mm 


> a,|?log?» <o, oder a, = o(1:nlog n); oder sie beziehen sich auf die Belegung 
0(9) auf dem Umweg über deren fast überall vorhandene Derivierte 0’(#) = p(9); 


27 


 soist p(®) >0 hinreichend für A.: D. f log p (0) d# > — oo notwendig und hin- 
0 


reichend für €. u.a.m. — Eine zweite Gruppe von Sätzen bezieht sich darauf, 

Aussagen über die Belegung o(#) oder p(#) = o’(d) zu gewinnen, auf Grund von 

Voraussetzungen über die mit o(d) durch die trigonometrischen Momente 
27 


&, =! F e-ind da(Ö), c_, — c„, verknüpfte,in |z| <{1 positive harmonische Funk- 
ö 


. tion 


C oo 
H@)=-Z+HR vr. 

2 I 
Dazu wird insbesondere die Determinante A, = [= £lo. aus den Momenten bzw. 
Taylorkoeffizienten c, herangezogen. Voraussetzungen wie 

nA N A 
lim Antı —1, lim Ne — sin?a, lim"? >0 
A} a SIE 24; 


lassen schließen auf die Menge der Wachstumsstellen von o(#) als überall dicht in 
[0, 27] ; die Menge der d, wo p(d) >0 und stetig ist, enthält kein Intervall > 4x; 


1} \ 1 F 


x On: 3 RE 2 x f n fra kat N ir 
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die dritte Voraussetzung führt auf D. (wie oben) und ist notwendig und hinreichend. 
Mehrere verwandte Theoreme folgen. Egon Ullrich- (Gießen). 
Bernstejn (Bernstein), 8. N.: Über die Eigenschaften homogener Funktional- 
klassen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 57, 111—114 (1947) [Russisch]. 
Es handelt sich darum, Approximationseigenschaften periodischer Funktionen 


zu erweitern für nicht periodische f(x}, — 00 <x <+ 00. An Stelle trigonometri-- 


scher Polynome 3, (a, cos v x + b, sin » x) treten hier Näherungsfunktionen, welche | 
Bl 


der Klasse der ganzen Funktionen vom Normaltypus der Ordnung 1 entnommen sind; 


die trigonometrischen Polynome gehören ja hierzu — man spricht vom Exponential- | 


typ p (in der russischen Literatur neuerdings oft vom CTelleHb — Grad pin Analogie 
zum trigonometrischen ‘Polynom p-ten Grades). — A,f(x) bezeichne die beste 
Approximation von f(x) auf der ganzen x-Achse durch die Näherungsfunktionen 
vom „Grad“ p. Verf. definiert Approximierbarkeitsklassen: erst eine Funk- 
tionenklasse Q,(R) durch die Forderung, daß ihre Angehörigen f(x) bei gegebenem 
q>0, beliebigem p>0 und dann festem R>0 approximierbar seien nach. 
A, f(x)< Rp”; dann faßt er alle diese Klassen (R beliebig) zu 2, zusammen. — An- 
dererseits kennzeichnet er Funktionenklassen mit verallgemeinertem Stetigkeits- 
maß: f(x) hat das Stetigkeitsmaß &(n), wenn die erste Differenz |A, f(x)! = 
f@+h—f(e)| für ale -—o<xz<+oo und |R| <n die obere Grenze” 
&(n) hat. Verallgemeinerung, indem man entsprechende Bildungen auf höhere | 
Differenzen A,f gründet; hier nimmt der Verf. nach Vorgabe von %k und zwei | 
Konstantensätzen 9, &, (2=1,2,...,k) die Forderung \ 


Ze + ho) Sale; 


alle f(x) miv dieser Eigenschaft werden zur (Lipschitz- oder) Stetigkeitsklasse 
S,(P1» 243% - - -,%,; M) von der Ordnung g, dem Radius M und dem Typus 
(Ps =: Pr} & - - .,&,) zusammengefaßt und wieder: alle diese Klassen mit be- 
liebigem Radius M zu 8, (P1 : - 245 & - - -»&%,). Speziell wird 29, = 1 normiert; 
essei l=a, <a, <':"<a, &|p,.|= P heiße Gewicht, endlich Charakteristik 
m, das kleinste ganze m >0, wofür 2 p,0% = 0 ist. Mit Hilfe dieser Definitionen 
wird eine Reihe von Sätzen aufgestellt, welche aus der Zugehörigkeit eines f(&) zu 
Stetigkeitsklassen auf die Zugehörigkeit zu Approximierbarkeitsklassen schließen 
lassen, bzw. umgekehrt auf die Zugehörigkeit der Approximationsreste zu Stetig- 
keitsklassen. Ferner verschiedene Aussagen über die Ordnung der Klassen unter- 
einander (Aquivalenz, Umfassen usw.). Egon Ullrich (Gießen). 
Bernstejn (Bernstein), $S. N.: Zweite Bemerkung über homogene Funktional- 
klassen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 59, 1379—1384 (1948) [Russisch]. 
Diese Note enthält eine lange Reihe von ins einzelne gehenden Verschärfungen, 

Folgerungen und Zusätzen zu den Ergebnissen der vorsteh. referierten Arbeit; sie 
bewegt sich auf der am Ende jenes Referats umrissenen Linie. Beispiele solcher 
Aussagen sind etwa: I. Liegt f(x)E€ 8, f(x) = o(a*) für genügend großes n, so 
auch f(xz)EQ,. Dazu quantitative Verschärfungen. II. Stetigkeitsklassen So, 
deren Charakteristik m, >q ist, umfassen solche Klassen ‚Sms mit gleichem g, 
aber kleinerer Charakteristik mo. III. Aus f(x) € S@+D folgt bei g Sk-1, daß 
DD. IV. Ausdehnung auf mehrere Veränderliche. Egon Ullrich. 


Spezielle Orthngonalfunktionen: 


_ , Cambi, Enzo: Complete elliptice integrals of complex Legendrian modulus. 
J. Math. Phys., Massachussets 26, 234—245 (1948). 
Vollständige elliptische Integrale (sowie elliptische Funktionen) sind für 


ı gewisse Zwecke von Interesse für komplexe Werte des Legendreschen Moduls k. 
In der vorliegenden Arbeit werden sie als Funktionen des Quadrates des Moduls 
\ z = k? betrachtet, indem sie sich schreiben lassen 

1: 2 2 


Ko)=/| (d-zsintptdp, Be)= | (1-zsin’pidp. 


d 
Wie üblich werden durch K’ und E’ die Integrale des komplementären Moduls 
| kK(k®+ k’?=1) bezeichnet, also K’(e)=K(1—e); E’(e)—= E(1—z). — Für 
ı reelle Werte k (oder z) bietet sich als sehr geeignete Methode zur Berechnung der 
vollständigen elliptischen Integrale K(z) und E(z) das Verfahren des arithmetisch- 
geometrischen Mittels von C. F. Gauß dar. Wenn z komplex ist, wird die Berech- 
nung des komplexen arithmetisch-geometrischen Mittels mühsamer, obwohl die Kon- 
vergenz sehr befriedigend ist. Die Berechnung der komplexen Terme kann im Fall 
2= |l| vermieden werden. Für z=—ei?=e-iV (zreell, y=-n—x) werden 
; bei der Auswertung von K(z), d.h. bei der Berechnung der Folge des arithmetisch- 
geometrischen Mittels a, =1, b, = k = ei? alle Terme der Folge dieselbe Phase ' 
' haben. Beispielsweise wenn db,—=e-iV/?, haben ,=}(a,+b,) und = Vb 
die Phase —y/4, die bei der Berechnung der folgenden Glieder unverändert bleibt. 
— Für z= |1| hat Verf. verschiedene Tafeln über K und K’ berechnet: Tafel I, 
Ktfür = — eiz = eiv oder Kfür R—=1-+eie = 1- ev, Tafel II wie Tafel I 
aber K und K’ vertauscht, 10-stellig, x = 0(0, 1) 2 in Einheiten desrechten Winkels. 
Tafel III, K und K’ in der Umgebung von &®=1, x = 1,9(0,01)2 in Einheiten 
des rechten Winkels, Modul von K und K’ 10-stellig, Phasen von K und K’ 7- bzw. 
4-stellig. Tafel IV. für gegebene Werte k®?—=— ei®, Modul k', Re(K/K’), |K/K’|, 
— log |d| (d = TEE) 10-stellig, x = 0(0,1) 2 in Einheiten des rechten Winkels. 
Tafel V, Modul k K 10-stellig, Phase kX’K, Re(k’K) und Im(k’K) 7-stellig. Tafel VI, 
| Real- und Imaginärteil von ev?(1— E’/K') für ® = — ei? = e-iv 10-stellig. — 
| Die elliptischen Integrale zweiter Art können in Terme der Folge des arithmetisch- 
geometrischen Mittels ausgedrückt werden, nämlich mit Hilfe der Beziehung 
| (K—-E)/K=4 sm d,woo=k?2, a =%—b, für n>1i. ‘Gran Olsson. 
=0 


M=Z 
Meixner, Josef: Über das asymptotische Verhalten von Funktionen, die durch 
_ Reihen nach Zylinderfunktionen dargestellt werden können. Math. Nachr., Berlin 
3, 9—13 (1950). a 
Es wird folgender Satz bewiesen: Es sei (1) fu) = 3 v& HN) „(u) und es 
[0,0] 


gelte (2) lim Yr! lx+,| <uy/2. Hierin ist veine beliebige komplexe Konstante, vyeine 
1700 

beliebige nicht negative reelle Zahl und EV) „dieerste Hankelsche Funktion. Dann 

besitzt die durch die Reihe (1) dargestellte und für u, < |u| < © definierte Funk- 

tion im Winkelbereich — rn + 26 <argu <2r— 26, wo ö eine beliebig kleine 

positive Zahl ist, die asymptotische Reihe 


‚ < 1 2 
3) fu) m ()' exp i (v ' “ =)] 2 Bin, >: @+nm)o,, 


Besog ; 
wo zur Abkürzung gesetzt ist (v,m) = (1m!) Tv +m+ a)/(I®—m+ #)) 
(m = 0,1,2,...). Der entsprechende Satz gilt auch, wenn in (1) statt der ersten 
Hankelschen Funktion die zweite steht. In (3) ist dann überall—i statt izu schreiben, 
während für den Winkelbereich —2r + 26 <argu <n— 26 gilt. Durch Kom- 
bination dieser beiden Fälle ergibt sich die entsprechende. Aussage, wenn in (1) 
statt der Hankelschen die Besselsche oder Neumannsche Funktion steht. Diese 
Aussage gilt jedoch nur im Winkelbereich —r + 25 <argu <nm — 20. Das im 
Titel erwähnte Problem, das asymptotische Verhalten der durch Reihen nach Zy- 
linderfunktionen definierten Mathieuschen Funktionen zu bestimmen, läßt sich mit 
Hilfe des bewiesenen Satzes einfach erledigen. Durch Reihen ähnlicher Art lassen 
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sich ebenfalls die Sphäroidfunktionen erledigen. [C. Niven, Philos. Trans. R. Soc. 
London 171, 117—151 (1880)]. Hängen die Beiwerte a, in (1) von der Variablen u 
ab, sind sie aber für u, <|u| < 00 beschränkt und gilt die Beziehung (2) für ihre | 
oberen Schranken, so bleibt der angegebene Satz ebenfalls gültig. In dieser Form | 
läßt er sich dann z. B. anwenden, um das asymptotische Verhalten der duıch Sieger- || 
sche Reihen [B. Sieger, Ann. Physik, IV. S. 27, 626—664 (1908)] nach Produkten |) 
von Zylinderfunktionen dargestellten Mathieuschen Funktionen oder der durch 
"ähnliche Reihen dargestellten Sphäroidfunktionen zu gewinnen [J. Meixner (dies. 
Zbl. 34, 339]. Gran Olsson (Trondheim). 
Meixner, Josef: Reihenentwieklungen von Produkten zweier Mathieuscher 
Funktionen nach Produkten von Zylinder- und Exponentialfunktionen. Math. 
Nachr., Berlin 3,.14—19 (1950). \ | 
Zwischen den cartesischen (x, y), elliptischen (€, n) und Polarkoordinaten (o, @) 

bestehe der Zusammenhang 2 + iy=ccos (HiE—n) =oe*i?+ca mit c und 
x als Konstanten. In jedem dieser Bezugssysteme läßt sich die zweidimensionale 
 Wellengleichung (1) Au-+k2uw=0 (A = Laplacescher Operator) separieren. In 
‘ elliptischen Koordinaten führt die Separation auf Lösungen, die Produkte einer  ! 
Mathieuschen Funktion m in 7 und einer zugeordneten Mathieuschen Funktion M 
"in & sind. In Polarkoordinaten ergeben sich Lösungen der Wellengleichung, die | 
Produkte einer Zylinderfunktion Z, (ko) mit einer Exponentialfunktionexp [+ iv@] | 
sind. Verf. beweist, daß die erstgenannte Lösung (Produkte zweier Mathieuschen 
Funktionen) sich nach Lösungen vom zuletzt genannten Typus (Produkte von Zy- 
‚linder- und Exponentialfunktionen) entwickeln läßt. Für die Lösung der Mathieu- 
schen Differentialgleichung (2) dm,dn? + (A— ?2h cos2n)m = 0 und ihrer zu- 
geordneten Differentialgleichung: (3) d?M/d&?— (A— 2h? cos 2£)m = 0 (wo zwi- 
schen dem Parameter h und der Wellenzahl k die Beziehung 2h — kc besteht) 
setzt Verf. die Entwicklung an 


; © »../2h 
WEnho)=- 2 a2, e)esplie+ngd. 


Die Zylinderfunktion Z soll für j=1,2,3,4 der Reihe nach die Besselsche. 
Neumannsche, erste und zweite Hankelsche Funktion bedeuten. Die Koeffizienten 
d, werden so bestimmt, daß die Funktion y/) abhängig von E bzw. » der Diffe- 
rentialgleichung (3) bzw. (2) und damit der Wellengleichung (1) genügt. ! 

Gran Olsson (Trondheim). 


Funktionentheorie: 


Dieulefait, Carlos E.: Über die Vertauschung der Grenzwerte und die analytische 
Fortsetzung. An. Soc. ci, Argentina 146, 406—416 (1948) [Spanisch ]. 

Es wird die Auswirkung von Hardys Vertauschung von Grenzübergängen als 
verallgemeinernde Definition von Grenzwerten erst an der geometrischen Reihe, 
dann an der Cauchyschen Integraligtmel vorgeführt, ferner Anwendungen bei einer 
Darstellung von Carleman, Stieltjesreihen (Momentenproblem) und der Riemann- 


00 \ 
schen Funktion N (v 2)», wo (u) — Abstand von u zur nächstgelegenen ganzen 
1 rs , 


Zahl. x Egon Ulirich (Gießen). 
 Fedorov, V. 8.: Über eine Eigenschaft der Kurvenintegrale. Mat. Sbornik, n. 8. 
24, 15—26 (1949) [Russisch]. 
In einem beschränkten, einfach zusammenhängenden Gebiet Ader ze x ti Y- 
Ebene sei die Menge E aller geschlossenen, einfachen, streekbaren Kurven Z der 
ö rl Be 7 ET N IE ar 
Bildung eines reellen Funktionals J(Z) = “ (P dx -+ Qdy) zugrunde gelegt; P,Q 
seien eindeutige, stetige, reelle Funktionen in A. Ferner sei der Flächeninhalt I(L) 
gebildet. Der Verf. untersucht ganz allgemein das Verhältnis’ J(D): I(L). Er geht 


179. 


von einer Kurve 197 € E aus und fragt nach allen Kurven AEE, für welche dieses 
Verhältnis mit dem bei Z, wertegleich ist: B(L,A). Diese Menge aller A-Kurven 
. (bei festem J, IR E), welchen im Inneren (Z,) von L, liegen, umfaßt dann entweder 


alle ZE(Z,) — dann ist J(Z) = const. I(L) — Ser es gibt zu jeder Kurve [EHE 


‚eine unendliche Folge A,C E(L,A), d.h. mit gleichem Wert des Funktional- 
‚quotienten, welche 1) zu /' Shalch sind (Streckung und Schiebung genügen schon; 


Drehung entbehrlich); 2) je zwei A,, fo liegen außerhalb voneinander; 3) allehı 


(durch Translation kann man ein A, in eine Lage bringen, bei der das Verhältnis 


größer oder kleiner ist. Wiederholte Anwendung « der Aussagen 1), 2) erlaubt es auch 


einzusehen, daß es in (Z,) eine unendliche Menge von Punkten £ gibt, welche Grenz- 


punkte von Kurven Z, festen Verhältniswertes sind derart, daß 


(Zy) 2 RN PN rg 
gilt, während die Durchmesser der L, gegen 0 streben. — Von hier aus ergibt sich 
der Anschluß an Bsgriffsbildungen wie Gebietsdifferentiation, derivee ar6olaire 
nach Pompeiu und The&odorescu (dies. Zbl. 3, 206) sowie eine etwas verbesserte 


' Fassung einer Verallgemeinerung des Satzes von Morera, die Verf. früher auf- 
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A,=4,(K,o) in 


gestellt hatte (dies. Zbl. 7, 312; 22, 236). — Zuletzt konstruiert Verf. ein Beispiel 
von,P (x, y), Q(z, y) — Snderie und stetig in der ganzen Ebene — derart, daß die 
Umgebung jedes Punktes £ zu jedem N >0, e>0 Kurven Z,, L, der Menge E 
enthält, so daß J(Z,) >N, aber J(Z,) = 0 ausfällt, wobei noch Di im Inneren 


‘von L, liegt. Egon Pitch, (Gießen). 


rer @G.: The asymptotic behaviour of the eoeffieients of certain power 
series. Acta Sci. math., Szeged 12B, L. Fejer et F. Riesz LXX annos natis dedie., 
(1950). 
The Au. derives an asymptotic expansion (as k— oo) for the eoefficient 


[e,s} 
1 
g(2) = ek@-feg] — > 5 Au 2*, 
u=0 ' 


where K — (1/0) k + r, o, r being real constants, o >0 and f(z) is defined by the 


oo 
power ‚series > a: with positive radius of convergence and constant term 


v=1 


[e.°] 
zero. Let u(t) = = d,t’*!, d,=o, denote the inverse funetion of t(w) = ee 
[6°] DOTRE rn 
Bew = zuc + 5 w ): and let v=vf(t),=, 3 .D,t+!,Ds= 0, be defined.by 
| v—=() 


Ä Een $ en Then 
\ = 


‚fe (& \E = a Lu 1% L 


oo) 


(*) 


f = K [ no A (ie ES ke ypeloa) + Okk Ze) 
0) 


el 


for every m (0) and certain funetions y„(x), analytie in |x| <o, where o denotes 


the radius of convergence of v(t). The expansion (*) is uniformly valid in 
Ie| <0,u <o. — Let now the coefficients c, of f(z) have an asymptotic development 
| Q 
of the form 

M.— 


Aa: NA A Rt N, aN\? 

(a2) („= 1 —- = ICH ) Ey K ar Ö, Ey N ) K “ (' . )) 
u= : 3 

where C',, E„, «= 0 are constants and jö,| <1. In this case the Au. gives an ex- 


pansion of A, involving quantities depending on the funetion F(z) = 23 Fi 0.2 
„= 


EM ! Br AN EINEN NN RE REN HT: a 


©o oa Ih i A} 
In fact put U= 1(o -+ DI G% or), V.:=1t (o + = IC,I vr) then | ' d 


log A, = klog K-K | "9," ar+ Dar) + ok) 
ö 

uniformly for |a| Se, <o, if 0 is the radius of convergence of V(t). E EB, —0 

in (**), we have further, analogously as in (*), 


vol) = (or 1log + ZIog (U). 


-_ Similar results have been obtained earlier by the method of steepest descent. 
The Au.’s method is quite new and elementary. It permits-to prove anew some of 
theresultsof Planchereland Rotach [Comment. math. Helvetici1,227—254(1929)] 
concerning the asymptotic behaviour of Hermite polynomials. The Au. also announces 
applications to the problem of the asymptotice evaluation of certain partition func- 
tions such as the number of partitions of an integer n into exactly k parts. 
Horvath (Paris). 

Dvoretzky, Aryeh: On sections of power series. Ann. Math., Princeton, II. 8. 
51, 643—696 (1950). 

Es handelt sich um Uatersuchungen, die anschließen an den klassischen Satz von R.Jentzsch 
[Acta math. 41, 219-251 (1918)], daß jeder Randpunkt des Konvergenzkreises einer Potenz- 
reihe von nicht verschwindendem, endlichem Konvergenzradius Häufungspunkt der Menge der 
Nullstellen der Teilsummen der Potenzreihe ist, sofern eine Stelle, die Nullstelle unendlich vieler 
Teilsummen ist, auch unendlich oft gezählt wird. Bisher lagen zwei Veröffentlichungen des Verf. 
aus diesem Ideenkreis vor [Studies on general Dirichlet series, Jerusalem (1941), (Hebrew summary 
and English abstract of a Ph.D. thesis); und dies. Zbl. 33, 115]. Jetzt wird der Gegenstand in 
großer Breite angegriffen und unter vollständiger Darbietung der Beweise in sehr klarer Darstel- 
lung behandelt. Zahlreiche und reichhaltige Resultate werden erzielt, von denen hier nur eine 


Pen 


E oo 1 
Auswahl mitgeteilt werden kann. — Für das Funktionselement (1) f@)= SD a„z” sei 
N n=0 
Ben, AND S 
lim V'a,' =], weiter sei 8,@)= 3 a,” gesetztfür n=(0,1,... Nach Jentzsch gibt 
N 00 0 


v— 
es zu einer positiven Zahl e unendlich viele r, für die der Kreis | —1|<s der 2-Ebene durch 
w=sS,(z) auf einen Bereich W„(e} der w-Ebene abgebildet wird, welcher die Stelle » = 0 
enthält. Gibt es auch eine feste Umgebung dieser Stelle, welche in unendlich vielen W,(e) 
enthalten ist? Eine solche Umgebung gibt es. Es gilt: Ist o„(e) eine Folge positiver Zahlen mit 


On(2)> © und lim ntlogo,„(e) <log(l-+e), so ist für unendlich viele n der Kreis 
N —> 00 
jw| <o,„(e) in W„(e) enthalten; ist (2) lim Ian IH’ "» —=1für n,— oo, so istder Kreis |w| <g, (e) 


in W„,(&) für alle v von einer Stelle an enthalten. Der erste Teil dieser Aussage ist das Beste, 


was allgemein erwartet werden kann. Weiter gilt: Ist o, eine Folge positiver Zahlen mit 0, — & 
und logo, = o(n) — weniger in einem gewissen Sinn zu fordern ist nicht allgemein möglich —, 
so existieren zu jedem e> 0 unendlich viele n, für die |w| <o, in W,„(e) enthalten ist; es gibt 
eine positive Zahl o —=o(e), so daß für unendlich viele'n der (auf einer Riemannschen Fläche 
betrachtete) Bereich W,(e) den Kreis |w| <o,„ mehr als [on]-mal bedeckt; für die unendlich 
vielen n, deren Existenz jeweils behauptet wird, können wieder alle Glieder jeder Nummernfolge 
N, > ©© von einer Stelle an genommen werden, für die (2) gilt. — Neben den Teilsummen 8,,(2) 


00 
werden auch die Reste R,(2)= N a,2” von (1) betrachtet; dabei wird vorausgesetzt, daß 
ven 
/() an der Stelle z= 1 regulär ist, und es werden nur solche Werte e> 0 herangezogen, für 
die sich f(2) in den ganzen Kreis 2 — 1|< & hinein analytisch fortsetzen läßt, so daß R,(2) 
dort eindeutig als f(z) — 8,-, (2) definiert ist. Der Hauptsatz lautet jetzt: Es sei 0<e<1 
und es seien g0,(£) > oo und 0,(£)— co zwei Folgen positiver Zahlen mit 


lim n!logo„(e) <log(l+e), lm n1logoz(e) <log 1/1 -- e); 
N— 00 N— 00 
dann wird für unendlich viele n der Kreis 2 —1|< e durch w= R,„(z) aufeinen das Ringgebiet 
. Yon(e) < |w| <o„(e) bedeckenden Bereich W®)(e) abgebildet. Analoge Sätze wie oben für 
S„(2), z. B. über die Vielfachheit der Bedeckung und über Folgen möglicher Werte n, schließen 


N 
sich an. — Schließlich werden noch Abschnitte 81% (2) = _N a,2” von (1) betrachtet, wobei 
. 1 .. Kar 2 
m = m(n) eine fest gewählte Nummermfolge mit O<m(n)<n (n=0,1,...) und m (n) > 


# für n— oo ist. Es gilt: Ist 0 == e<1 und sind 0,(£)—>©o und o,(e) > oo zwei Folgen 
‚ positiver Zahlen mit lim logo, (e)< log (1 + e),*lim logo}, (e) < log 1/(1 — e), so wird |x Zul Te 
—>00 N 00 


‚ für unendlich viele n durch w = 81%) (2) auf einen das Ringgebiet .1/o,,(e) < |w| <o,(s) be- 
deckenden Bereich W7”(e) abgebildet. Weitere, zu den früheren analoge Sätze schließen sich 
wieder an. — Im zweiten Teil der Arbeit werden, unter einem neuen Gesichtspunkt, wiederum 
nacheinander die S,(2), R„(z) und 8{®)(z) betrachtet. Besonders ausführlich sind die S,(z) be- 
handelt. Unter anderem werden jetzt die in der oben zweitgenannten Veröffentlichung des Verf. 
formulierten Sätze bewiesen. Es bedeute A, den Abstand der Stelle 2=1 von der nächst- 
gelegenen Wurzel der Gleichung 8,(2) = 0. Nach dem Satz von Jentzsch ist lim A, —=0. 
N — 00 


Es gibt aber keine noch so langsam gegen oo wachsende Folge positiver Zahlen o,, so daß all- 


gemein lim 9,4, 


Nn—> 00 
aus dem Innern des Einheitskreises, so läßt sich 4, mit Hilfe der Beträge der Koeffizienten von 
(1) abschätzen; es gilt dann etwa, daß aus (8) —o<p == lim (log n)-1log [@,]| <o folgt 
N — 00 H 
lim (logn) nd, <max(p +1,—p). Ist (3) nicht erfüllt, so gibt es, roh gesprochen, eine 
Nn— 00 - 
Teilfolge von 41,, welche wenigstens so schnell wie (ja, ”" —1| +n'logn gegen Null strebt, 
wobei «, eine gewisse Teilfolge ‚großer‘ Koeffizienten der Gesamtfolge a, durchläuft. Als 
fruchtbar erweist sich der Gedanke, nicht die Entfernung der Nullstellen von 8,„(z) von der 
festen Stelle z—= 1, sondern von der mit n veränderlichen Stelle |a,"* zu studieren: Für ein. 
beliebig gewähltes 6 > 0 liegen für unendlich viele n Wurzeln entweder der Gleichung 8,,(2) = 0 
oder der Gleichung 8,_,(2) = 0 in dem Kreis !z— ja "| < (1 + 6ö)n "log n. Wegen zahl- 
reicher weiterer Resultate muß auf das oben genannte Referat und die Arbeit selbst verwiesen 
werden, sowie wegen der in der gleichen’ Richtung verlaufenden Behandlung der Reste R,(z) 
und der Abschnitte 81” (2), bei der es sich um Abschätzungen der Fölgen 4% (w) bzw. 417) (w) 
handelt, wobei 4”(w) bzw. A”) (w) der Abstand der Stelle z= 1 von der Menge der w-Stellen 
von R,„(z) bzw. S(®) (z) ist. — Als Hilfsmittel für die Beweise dienen Verf. die einfachsten Sätze 
über normale Funktionenfamilien, Hadamards Drei-Kreise-Satz und die Borel-Caratheodorysche 
Ungieichung. Die Verwendung nur solcher allgemeiner funktionentheoretischer Betrachtungen 
hat zur Folge, daß sich viele der abgeleiteten Resultate auf wesentlich umfassendere Klassen 
von Folgen analytischer Funktionen übertragen lassen. Verf. beschränkt sich aber bewußt 
auf Potenzreihen. Mit Hilfe eines Satzes von G. Faber [S.-B. Bayer. Akad. Wiss.. math.-phys. 
Kl., München 1920, 49 —64] werden speziellere Ergebnisse erzielt. Hat man nur Potenzreihen 
im Auge, so lassen sich die Sätze über $,, (z) im ersten Teil der Arbeit (und andere) auch gewinnen 
und verbessern mit Hilfe eines bemerkenswerten, erst neuerdings von P. Erdös und P. Turän 
(dies. Zbl. 36, 15) angegebenen Satzes. — Als Autoren, mit deren Arbeiten die vorliegende Un- 
tersuchung Berührungspunkte aufweist, werden vom Verf. genannt G.Szegö [Nachr. Ges. 
Wiss., Göttingen 1922, 137—143], T. Shimizu [Japan J. Math. 5, 153—162 (1928)], M. Tsuji 
[Japan J. Math. 5, 163—184 (1928); 6, 245—249 (1929)], S..-Lubelski (dies. Zbl. 8, 61). 
R Meyer-König (Stuttgart). 

Luzin (Lusin), N. N.: Über die lokale Natur des Prinzips vom endlichen Flächen- 
inhalt. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 56, 447—450 (1947) [Russisch ]. 

Den Ausgangspunkt bildet der Satz von Fejer, wonach eine Potenzreihe 
Ag +qa,2+ay2?+:-- mit dem Konvergenzkreis &: |z| <1 fast überall auf 
z| =1 konvergiert, wenn das w-Bild von E beschränkten Flächeninhalt hat. Seit 
Jahren hat der Verf. Verallgemeinerungen derart im Auge, daß die Voraussetzung 
beschränkten Inhalts nicht global auf das Bild von ganz E gerichtet wird, sondern 
nur lokal für das w-Bild der Nachbarschaft eines gewissen Randbogens bag 
(x <p <ß) gemacht wird. Man kann dann aber erst auf Grund gewisser Zusatz- 
annahmen schließen, daß die Reihe fast überall auf b„, konvergiert; hier wird die 
Zusatzannahme a,„— 0 herangezogen und als hinreichend erkannt. Anlaß dazu 
bot die Analogie zum Satze von Fatou über gleichmäßige Konvergenz einer Potenz- 
reihe mit a, — 0, innerhalb jedes Randbogens, über den hinaus sie fortsetzbar ist. 
Den Beweis skizziert Verf. mittels Cauchyscher Integralformel und Schwarzscher 
Ungleichung (nach radialer 2. Integration). — Gedanken über Verallgemeinerungen, 
wenn die Voraussetzung auf das w-Bild des Inneren einer Kurve J', beschränkt 
wird, die || =1 in z, von innen genügend stark berührt. Vermutung, daß man 


- sich zunächst mit beschränkten automorphen Funktionen begnügen könne, um die 


Problemlage zu klären. Verf. hält für sehr wahrscheinlich, daß die Reihe für fast 


—=0 gilt. Ist jedoch z. B.sowohl f(z) als auch 1/f(2) beschränkt für 2>1 


182. Fr \ REN: =, ; N N ; : ws Re 3 
alle 0<& <2r konvergiert, wenn f(z) beschränkt in € bleibt und f (2 dort einen 
Picardschen Ausnahmewert zeigt. Egon Fuel Bas, 
Geronimus, Ja. L.: Über einige Extremaleigenschaften analytischer Funktionen. 
Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 12, 325—336 (1948) [Russisch ]. 
Es sei € der Einheitskreis | <1, k sein Rand |z| =1. Stets durehlaufe \ 
ER Re Teer Anette |&e| <1] seien ein fester, Cs und Yo je ein freier Satz 
von s komplexen Zahlen. Die Funktionen f(z) der Klasse A seien regulär, die 
R(z) der Klasse B meromorph auf €, mit ©. als einfachen Polen, R@)= 
I 65:(2— &s) + p(2), € A; ein oberer Index bedeute stets ein Festhalten des 


betreffenden Konstantensatzes, so bei AR%(z), und bei f((z) die Forderung 
f(&s) = yo. — Mit diesen Bezeichnungen wird eine Anzahl von Extremalaufgaben 
zusammengefaßt und abgerundet behandelt, welche in Sonderfällen, schon längere 
Zeit wohl bekannt, u.a. auf Pick, Caratheodory, Fejer, Kakeja zurückgehen _ 
und seitdem vielfach die Beachtung der Funktionentheoretiker gefunden haben. 
Wir skizzieren die Fassung, die hier gegeben ist: Verf. bildet die EN furtf,2 

und ne für R: h 


| to (@)| lde|, Mi) = we ka of) Sn ie QP(R) = Eyecı; 


bei w(® ist R in a, nicht festgelegt, ne 02) sind die Residuen c; frei wählbar zu denken. 
Es werden acht Probleme behandelt, die paarweise verknüpft sind, nämlich die 
Bestimmung von 


DR) (e) 
I. min M (f)) = max B2 vn 2 IE SS max u - = min en 
OR (1 
( )) ana 12 7 R ) N Fe (e) 
III. min Z(f)) = max we „Lv. x 7a min L(R\). 


In jeder Zeile stehen zudem äquivalente Probleme. Die Lösung der Aufgaben ist 
‚in allen Fällen explizit möglich, derart, daß neben dem Extremum auch die Extremal- 
‚funktionen angebbar sind; die umfangreichen Formeln entziehen sich aber der 
Wiedergabe im Referat. Egon Ullrich (Gießen). 

Mejman, N. N.: Über eine Klasse ganzer Funktionen. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. 8. 62, 293—296 (1948) [Russisch]. 

Bine ganze nee F gestatte die Komponentenzerlegung F (z) = g(z) + i h(z) 
mit ganzen, aber für z2= x reellen g, h; diese sollen zudem keine gemeinsamen 
Nullstellen haben (was aber nur zur Vereinfachung der Aussagen dient). Die Klasse B 

 umfasse jene F', für die die zugeordnete gebrochene Funktion &(z) = (g + ih)/(g-ih) 
in der oberen Halbebene für große |2| beschränkt bleibt. Die Klasse H umfasse die F- 

ohne Nullstellen in der unteren Halbebene, die Klasse HB endlich si BÄAH 
(Durchschnitt). Sei a reell oder ©, 2,in $2, 20 eine A-fache a-Stelle von h:g; 
es wird A zugeordnet, gleich A; A/2, (A 1)/2, jenachdem $ 2, >0 oder $z, = 0 
ist, und A gerade oder ungerade, arg F(x) in x, wachsend oder fallend. Endlich sei 
S,(R, 9) = 24 bei festem a. — Mit diesen Begriffen gibt Verf. mehrere Sätze etwa 
folgender Art: Bei F(z) obiger Art ist S,(h,g) für alle a gleich S(h,g) <oo, bis 
auf höchstens zwei Ausnahmewerte (AW.) a,, a,, und für diese kleiner. Gibt es 
zwei AW.,so muß S(h,g) = ©0 sein, und es muß F(z)=0 in $z <0 unendlich 
viele Lösungen haben. N.u.h.für FEB ist S(h,g) <co; und dann liegt nur 
ein AW.vor. Hat F=0 in $%z <0 nur endlich viele Wurzeln, so F€ B, wenni 
nicht Zielwert für h/g ist und umgekehrt. Über die Struktur der von FEB er- 
zeugten Riemannschen Fläche gilt: Es gibt eine Konstante C(F) derart, daß man 
je zwei Punktein $z>0 durch einen stetigen Weg verbinden kann, längs welchem 
arg h/g durch O(F) beschränkten Zuwachs zeigt. Es er gibt sich ferner eine Aussage 
über Produktdarstellung für Fe B auf Grund der obigen Sätze. — Zuletzt wird 


RN, EIER 
. die Untersuchung mit Algorithmen verknüpft, welche die Anzahl der Wurzeln. 
‚eines Polynoms in einer Halbebene erkennen lassen (hier $z <0). [ I. Schur, 
2. angew. Math. Mech. I, 307—311 (1921); Benjaminovi£ö, dies. Zbl. 10, 387; 
Nejmark, dies. Zbl. 36, 103]. Dafür ist der Satz von Wert, daß mit Fe B auch 
die Transformierte TF € B liegt, wenn bei reellen Parametern (mit «6 —ßy >) 
TF=(xg+Pßh)+i(yg-+ öh) ist. Weiß man für drei solche T,F,daß sie in 
82 <0 nur endlich viele Wurzeln haben, so liegt F€ B. Egon Ullrich (Gießen). 
Mejman, N.: Über die Nullstellen linearer Kombinationen einer Klasse ganzer 
Funktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR,n. 8. 62, 453—-456 (1948) [Russisch]. 
Einen Nachteil der in vorsteh. Referat behandelten Klasse B bedeutet die 

Forderung, daß g, h nullstellenfremd seien: Das Produkt zweier Funktionen aus B 
kann dadurch aus B ausgeschlossen sein. Verallgemeinerung zur Klasse B durch 
alle B=d(z)F(z), wo FEB, d(z) eine beliebige ‚reelle‘ ganze Funktion ist. 

‚ Die obigen Sätze über B können für B nutzbar gemacht werden. Sind F=g+ih 

R= P-+iQ aus B, so übersteigt die Anzahl der komplexen Nullstellen von 
-Pg—@Qh und Ph + Qg. nicht die Schranke 2 [8(Q, .P) + S(h,g)]- — Tschebo- 


tareff nennt 2 ganze Funktionen g, h ein reelles Paar, wenn sie nullstellenfremd 


sind und für alle reellen A, u die Linearverbindungen Ag + uh nur reelle Wurzeln 


'# haben. Die Komponenten eines FEHB (s. oben) bilden ein reelles Paar. Beweis 
mehrerer Sätze über die Anzahl der komplexen Wurzeln von Ausdrücken, wie 
 Pg+Qh, wenn g, h ein reelles Paar, P, Q@ aber beliebige ‚reelle‘ Polynome sind 
von gegebenem Grad und bekannter Anzahl komplexer Wurzeln. Egon Ullrich. 
 — Leont’ev, A. F.: Über ganze Funktionen von Exponentialtypus, die in gegebenen 
" Punkten gegebene Werte annehmen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 13, 
" 33—44 (1949) [Russisch ]. 
Es werden Bedingungen gesucht, welche eine Stellenfolgeg z2=A, 
=+1,-+2,...) erfüllen muß, damit es zu einer vorgeschriebenen Wertfolge 
w= a, mit der Wachstumseinschränkung |a,| < e°! (c = const.) mindestens eine 
ganze Funktion g(z) vom Normaltyp der Ordnung 1 gibt, welche die Knotenfolge 
(},,a,) interpoliert, d.h.den Vorschriften g(4,) = a, genügt. Dazu dient die 


Hilfsfunktion ER R 
Pe) (1-5). 
5 & ENT In 
Notwendig und hinreichend sind die Forderungen (zusammen) 


—h <m. 


Tu R. 1 

lim — 9, lim ; 

N — 00 [A| no (Anl 8 IF (Ay) 
F(z) ist also von der Ordnung 1 und vom Normaltyp. Ist dieser Typus 7 und gilt 


y+ = max (y,0), 


ee! N 
% Al a | 
so gibt es zu jedem e>0 ein interpolierendes g(z) vom Typus <rtyt +e; 
und umgekehrt, es können zu jedem 7 >0, y* >0 zwei Folgen (A,, a,) so gewählt 
werden, daß F(z) vom Typus 7 wird, daß (*) gilt (mit y+) und ein g(z) vom Typus 
 <t-+y* existiert, welches die Interpolation leistet. — Sind alle A, >0 und exi- 
 stiert sogar limn:A, = 0 <0, so ist eine Verschärfung der Aussagen insofern 
möglich, als dann niedrigere Schranken für den Typus von g(z) erreicht werden 
können. Egon Ullrich (Gießen). 

Korevaar, J.: Ganze Funktionen vom Exponentialtypus. Actual. Math. Centrum, 
Amsterdam ZW 1948, 011, 10 S. (hektographiert) [Holländisch ]. 

In einem Vortrag gibt der Verf. einige typische Züge von Anwendungen der 
gemischten, komplex-reellen Methode der Schule Norbert Wieners: Sätze vom 
Phragmen-Lindelöfschen Typus im Zusammenhang mit Fourier-Integralen. Neuere 
Beweise des Satzes von Pölya, daß eine ganze Funktion vom Minimaltyp der 
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‚Ordnung 1 konstant sein muß, wenn sie für z=0,+1],... beschränkt bleibt; 


Sätze von Carlson, Boas, Levinson über Nullstellen beim Normaltyp der Ord- 


nung 1. e Egon Ullrich (Gießen). 


; Korevaar, J.: Anwendungen der Interpolation in der Theorie der Funktionen 
vom Exponentialtypus. Actual. Math. Centrum, Amsterdam ZW 1948, 018, 16 8. 


(hektographiert) [Holländisch ]. 

Vortrag als vorläufige Mitteilung der Ergebnisse einer Leydener Dissertation. 
Es wird eine Interpolationsformel von Boas (dies. Zbl. 26, 315) neu und einfacher 
mit Hilfe von Whittakers cardinal series gewonnen und, kombiniert mit Phragmen- 
Lindelöfschen Sätzen, benutzt, um Ergebnisse verschiedener Verfasser, besonders von 
Miss Cartwight und V. Bernstein neu und verbessert zu beweisen. Auch für 


den im vorsteh. Referat genannten Polyaschen Satz ergibt sich ein neuer Zugang 


von größerer Tragkraft. Auch Interpolation bei Ordnung 2 wird behandelt. — Daß 


f 


eine ganze Funktion vom Typ 0 der Ordnung 1, zudem auf einer Geraden beschränkt, 


konstant ist, das steht 1908 bei Phragm&n-Lindelöf [Acta math. 31, 381—406 
(1908)] und ist nicht erst ein Satz von Bernstein 1923 — wie Verf. betont. 
Ki Egon Ullrich (Gießen). 


Ibraguimoff (Ibragimov), I, I.: Sur les syst&mes eomplets de fonetions analytiques. 


Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 11, 75—98 und französ. Zusammenfassg. 
98—100 (1947) [Russisch]. 
Das System f,(z) sei regulär in || <.R; es heißt vollständig in e| <r<R, 


wenn sich jede dort analytische Funktion F(z) innerhalb |z| <r gleichmäßig 


und mit jeder Schärfe durch Linearverbindungen der f, approximieren läßt; die 


obere Grenze aller r heißt Vollständigkeitsradius o des Systems. (Vgl. hierzu schon 
‚dies. Zbl. 20, 299 Gelfond und 24, 215 Ibraguimoff; dort steht o* für jetzt 0.) 
Man beachte, daß hier nichts über Orthogonalität angenommen ist. Die Beweise 
stützen sich auf die Lösung von Interpolationsproblemen. (Vgl. auch das folgende 
Referat.) — In der vorliegenden Arbeit werden mehrere Systeme auf Vollständigkeit 
und Vollständigkeitsradius geprüft, insbesondere solche, die aus einer gegebenen 
Funktion f(z) durch Einfügen eines Parameters oder durch Differentiationsprozesse 
hervorgehen. Beispiele: f(z) analytisch im Streifen |Imz| < x und periodisch 


mit 27; dann ist das System der Ableitungen }®(z) vollständig mit o>r, wenn 


alle Fourierkoeffizienten von f(z) von Null verschieden sind. Unter denselben An- 
nahmen ist bei x, #0 auch f(z+«,) vollständig mit 0 >rx, wenn lim«, = 0 


gilt. Eine mit 2x periodische ganze Transzendente f(z) vom Normaltyp der Ord- 


nung @, und mit nicht verschwindenden Fourierkoeffizienten, erzeugt ein voll- 


ständiges System f(z<+x,) mit 0 >, wenn entweder die Wachstumsordnung x 


‚ der Parameterfolge x > ist, oder bei «= w noch eine Zusatzbedingung für 
die Wachstumstypen besteht. — Weitere Sätze beziehen sich auf den Fall, daß 
f(z) im Kreise || <.R analytisch ist. Z.B. ist bei f@e)=2+---, R=1, f(e*) 


ebenda vollständig; bei mehrfacher Nullstelle von f(2) im Ursprung genügt es, den - 
Einheitskreis längs eines Radius aufzuschneiden, um wieder einVollständigkeitsgebiet 


zu erhalten. Gewisse Divergenzaussagen über die Reihe 2%,* sichern Vollständig- 
keit des Systems f(z*) im geschlitzten Kreis. Verwandte Aussagen für den Fall, 
daß f(z) eine Lückenreihe mit Konvergenz der aus den auftretenden Exponenten A, 
gebildeten Reihe 21:9, ist. Auch &,—0 wird behandelt. Egon Ullrich. 

Ibragimov, I. I.: Über die Vollständigkeit des Systems analytischer Funktionen 
{F(a,z)}. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 13, 45-54 (1949) [Russisch]. 

In der Ideenrichtung der vorstehend besprochenen Arbeit hat Verf. die Inter- 
polationsmethoden nach Gelfond und ein Verfahren von Markusevi& [Mat. 
Sbornik n. 8.17 (59), 211—252 (1945)] zugunsten eines Grundgedankens aufgegeben, 
den schon Carleman beim System 2%» entwickelt hatte [Arkiv Mat. Astron. Fys. 


17, Nr. 9,30 8. (1923)], und der in der vorstehenden Arbeit (im Kreisfalle) schon zur: 
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Geltung gebracht war: Das System f,(z) ist vollständig auf lz2| £r, wenn jede 

(reelle) quadratisch integrierbare Funktion g(£), für die alle j} g(ö) f„(E) dE ver- 

' ‘ 1 R 15; v . 

‚ schwinden, auf I: &=rei? fast überall gleich null ist. — Anwendungen 1. Für 


das System f(a, 2), das hergestellt ist aus einem auf je] <1 beschränkten 
f@) =202, ale &=F0; Vollständigkeit besteht auf 2| 1,‘ wenn 


|&,| <list und 2{1—|x,„|} divergiert. 2. Für f(z) ganz: hier wird das System | 


f(&,„2) vollständig, wenn die x, genügend dicht liegen, gemessen am Maximalbetrag 
von f(2). Diese Messung, und eine Schätzung des Vollständigkeitsradius o, geschieht 
durch Wachstumsvergleich von log M(r) mit der den x, zugeordneten Anzahlfunk- 
tion N (r) im Sinne der Wertverteilungslehre. Egon Ullrich (Gießen). 

Ibragimov, I. I.: Über die Interpolation einer ganzen periodischen Funktion. 
Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 13, 231—244 (1949) [Russisch]. 


Die Arbeit gilt der Darstellbarkeit einer beliebigen ganzen, und mit 2x periodi- 


schen Funktion g(z) durch die Newtonsche Interpolationsreihe, derart, daß g(z) 
mit den Näherungsfunktionen in (den Abschnitten) einer (diskreten) Punktfolge A, 


zusammenfällt. Als Näherungsfunktionen ergeben sich trigonometrische Polynome. 


— Sei n(Inr) die Anzahl der Knoten ,=&,+iß, im Periodizitätsstreifen 


#+<z, bis zu y|<SInr und M* (nr)— max |g(® + ilnr)|. Dann konvergiert 


—NSTSR 


die Folge von Interpolationsfunktionen 


v—1 | 
,@)=A+ 53 {A,(d@+a)—1)+ B, (er Fa) 1)} II (1—e-i@-a)) | —ei@7a-R)) 
v‚=0 k=0 j ® 


gleichmäßig auf jedem endlichen Bereich, wenn 
In M= (Inr/ö)<c(d):n (In r) 
bei genügend kleinen ce), 0 <d <} gilt. — Sind diese Forderungen durch- 
brochen, so zeigt ein Satz in umgekehrter Richtung, über Divergenz der formal 
gebildeten Folge g,(z), die Grenzen der Hauptaussage. Egon Ullrich (Gießen). 
Lochin, I. F.: Zur Frage der Darstellung einer ganzen analytischen Funktion. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 66, 157—160 (1949) [Russisch ]. 
Es handelt sich um verallgemeinerte Interpolationsreihen, kombiniert mit 
einem Summierungsverfahren nach Mittag-Leffler (hierzu etwa Hardy, Diver- 


gent series, Oxford 1949, S. 79, 197ff.; dies. Zbl. 32, 58): Die darzustellende Funktion 


F (z) sei ganz und vom Normaltyp der Ordnung 1; f(z) sei ihre Borelsche Assoziierte. 
Dem Verfahren sei eine Funktion w = w(z) = z +  : : zugrunde gelegt, welche ein 


einfach zusammenhängendes Gebiet D schlicht in ein Sterngebiet S (in bezug auf 


u — 0) abbildet. In D liegen geschlossene Kurven (©, 0’ derart, daß © O’ einschließt, 
C’ aber alle Singularitäten von f(z). — Die Darstellung ist dann von der Form 
N 

(*) a Im. ANC,, Lu), 
Nn—> oo v—(Ü 
wo die C,„, nur von der Mittag-Leffler-Summierung der geometrischen Reihe her- 
rühren, also weder von F noch von u abhängen. Das Polynomsystem P,(z) ent- 
springt aus 
1 u(£) 5 1 [ BIC) HE 
zn — = — e2° d als : P,@) = -— | - e?°. d 
E Hl: u(d) — u(n) S z & Zeh) alle S 
c c 
mittels der erwähnten Mittag-Leffler-Summierung; aus 
n 
ea =, lim 4 Ou,.[uln)]” 2rl2) 
no v—0 


entsteht durch Multiplikation mit f(n): 2% und Integration über 0” (Umkehrung 
der Integraltransformation) F (z) nach Formel (*) mit A, = ef [u (n)]” fm) dm. 


— Sonderfälle ergeben natürlich die geläufigen Interpolationsreihen nach Newton, 
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Abel u.a. m. in erweiterter Auffassung. [Als Vorläufer vgl. Gelfond, Uspechi 
mat. Nauk 3, 144ff. (1937) und dies. Zbl. 20, 311.] Egon Ullrich (Gießen). 
Levin, B.: Über Funktionen endlichen Grades, die auf einer Punktfolge beschränkt 
sind. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 65, 265—268 (1949) [Russisch]. u 
[In der russischen Literatur wird neuerdings eine ganze Funktion g(z2) „vom 
Grade 7“ genannt, wenn sie vom Typus 7 der Ordnung 1 ist. Auch „Exponen- 
tialtyp r“.] — Bekanntlich ist eine solche Funktion bei 7 <a schon auf der 
ganzen reellen Achse beschränkt, wenn sie für 2= 0, £&1,.., RM... beschränkt 
ist. ‚Hier wird für Funktionen mit der Breite 27 =h(n/2) +h(— n/2) <2r der 
Indikatorfigur gezeigt, daß man obigen Schluß auch dann schon erzielen kann, 
wenn die Beschränktheit statt in + n in einer Doppelfolge z2—=4, besteht, die 
von n weder zu weit abweicht noch erlaubt, daß zwei A, sich zu nahe kommen: 
9A,)<M, A,—n|<A, 1,—4|26>0. — Seitenstück für eine Funktion, die 
nur in einer Halbebene regulär ist. Egon Ullrich (Gießen). 
Achiezer, N. I.: Über die Interpolation ganzer transzendenter Funktionen end- 
_ lichen Grades. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 65, 781—784 (1949) [Russisch ]. 
Bei der Interpolation im Komplexen hat es sich seit längerer Zeit als nützlich 
erwiesen, die vorgeschriebenen Interpolationsknoten A, (rn —=0, +1,...) als (alle) 
Nullstellen einer ganzen Funktion @(z) aufzufassen, um dann an Hand von Wert- 
vorrats- und Wertverteilungseigenschaften dieser Hilfsfunktion zu hinreichenden 
Bedingungen für Darstellbarkeit zu gelangen, wenn noch Werte f(A,) für eine Inter- 
polationsaufgabe vorgeschrieben werden. Die vorstehend besprochene Arbeit von 
Levin gibt dem Verf. Anlaß, erneut eine quantitativ gefaßte Gruppe von hinrei- 
chenden Bedingungen für die Darstellung 
BEE G (z) WIERRe.G 2) 
nt 
aufzustellen; P(z) ist ein Polynom. Die Bedingungen haben die Gestalt 


SI RC] ER : a 
Eu “Y —2n | =.n19 BL FREE 
>= GA]? j,122+2e < 0, al e Wlf@y) 1 + |y2a+2? <0o9 
und einer verwandten Integralaussage. — Eine schöne Anwendung: Gilt für |z| > ©o 
allgemein „ ke) e© "el'= O1), für ;e— bi y aber sogar = o(l), 


und gibt es zwei große (aber feste) Zahlen N, n, so daß jedes Intervall einer Länge n 
auf der z2= x-Achse einen ganzzahligen Punkt 2=p enthält, wo |(p)| <N 
bleibt, so ist auf der Achse |f(x)| = O(1). Egon Ullrich (Gießen). 
Atkinson, F. V.: The mean-value of the Riemann zeta funetion. Acta math., 
Uppsala 81, 353—376 (1949). 
Ei m 


Die Größe J Ed +iHyd—TlogT+T(1 + log 27 — 2y) = I(T) ist von 
der Ordnung T5l!2. Hier wird gezeigt, daß | 


1 
UNS, 5, 
1 » N Bl N R. IN?» nn 
Bas 3 Fr en TITAN SAT ish, 


T, ,1\-3 a ee 
A, == er — er ] lor ee 2 2 SE nn) 
5 > ah ”) sin | „+ Y2rnT +72 u a —1) Vn h 


Br a Der c„=sinhzl Be a 
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Das wird erreicht durch eine approximative Darstellung für g(u, v), wo definiert ist 


Eu) Ei) — Eu # 0) = Fu, 0) + Hua); . fo) = ID run 4 se, 
ee » 7,8 i 
gu, v) = iu, o) a 


el Sr ar“ 
Q Aus IT) =-i f i g(u, L—u)du + 0O(1) ergibt sich als Aufgabe eine möglichst 
aim) ’ | et 
"gute Abschätzung des Integrals über g. Sie erfolgt mit Hilfe der Sattelpunktmethode. 
Wenn auch wenig unmittelbarer Nutzen aus der obigen Auswertung von I(T) zu 
. ‚ziehen ist, so enthält die Arbeit doch mancherlei methodische Fortschritte. 
Hoheisel (Köln). 
Atkinson, F. V.: The Riemann zeta-funetion. Duke math. J. 17, 63—68 (1950). 
> a, hat die verallgemeinerte Abelsche Summe it, wenn 
lim {N a,er°— y(ö)} =t 
60 
ist, wo y(ö) irgendeine passende endliche Kombination von Potenzen von 6 und 
log ö-1 der Gestalt | 


; | 
Y(ö)= I (log ö-tr SA, ons 
r=0 s-l 


‚ ist. Dabei sind die A und «ı unabhängig von ö und die 11 #0. Es wird gezeigt, daß 
‚die Funktion 
&?(u) —C(2u) — 22 (2u— 1) I(1— u) I(2u— 1)/T(W) 
und die Reihe 
5 LI —u) (ar) 23,8 0,.,,(n) Ir +1 nei Y 


+, (TR) 
U-% 
(im verallgemeinerten Abelschen Sinne summiert) identisch sind. Insbesondere 


erhält man 


"€2(4) = Yy— log (87) + lim Im Fan) (1)r+1 Yılmn)end 
N. 


>= (/8) (log 61 + y— 2 log 3| F 
Der Beweis erfordert einen Satz über die verallgemeinerte Abelsche Summabilität 
‚einer Dirichletreihe und eine approximative Darstellung von 
(u) W)— Cu + v), | 
die Verf. schon anderweitig benützt hat. Hoheisel (Köln). 
Goluzin, &. M.: Über die Koeffizienten der schlichten Funktionen. Mat. Sbornik, , 
n. 8.22, 373—380 (1948) [Russisch ]. 
Für die ‚Koeffizienten der allgemeinen schlicht-regulären Potenzreihen 


f@)=2+ 0,2? +: verbessert Verf. die bekannten Schätzungen (Landau in 
Verschärfung von Littlewood) zu 

retten, De Ne Br.) 
(Vgl. darüber hinaus das nachstehende Referat über Bazilevi6). — Er gibt außer- 


dem auf dem Wege Schätzungen über Potenzmittelwerte derart: Es gilt 
27 Tr 
2 H fire)’ dp SA my an dr, 
ER) Ö 


oo 
Er ne ie a 
wenn m,(r) eine Majorante für m(r) = = le,?r” ist, mit der Nebenbedingung 


der Stetigkeit für my(r) und m,{r) in 0 <r <1. Die obige Behauptung über die 


lc,| folgt aus dem Nachweis, daß 
) 


"1-0o% SR i+r 
mi: a <gr an 
r MN 
eine solche Majorante ist. Egon Ullrich (Gießen). 


Bazilevid, I. E.: Über Verzerrungssätze und die Koeffizienten sehliehter Funk- 
tionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 65, 253—255 (1949) [Russisch ]. ; 

Es werden einige bemerkenswerte Sätze angegeben, welche BuAtolE der Löwner- 
schen Methode gewonnen wurden. Sie beziehen sich auf die Klasse S der schlicht- 


IB EN 


regulären Potenzreihen f@)=2+42?+::: im Innern des Einheitskreises 
z!l<1, bzw. auf die Klasse I der schlichten FO) = +, +04: #0 


indessen Äußerem |£| >1. Sie schätzen (Löwner und Goluzin umfassend) 


Ed) [&ıl 12! 


1 11 ne £) 
(1) Bo, GP 1 Vai 


ln 


entsprechend für 8. Ein Punktepaar |z,| = |2,| = r, das mit |f(z)| = NY@)| ab- 


gebildet wird (in gleichem Ursprungsabstand) erfüllt die (bei z(1— e'® 2)? scharfe) 
Ungleichung 


San 


— 1—r 


j 1—-r arg (2) — arg (2,) arg2z, —arg®|. 
Tele, en \ 8 Auen, 
entsprechend für &. Bezeichnet /(r, x) das lineare Maß des Durchschnitts von 
w| = x mit dem w-Bild von &|=r<1, so ist I(r, x) für kein w= f(z) größer 


als bei der obigen Extremalabbildung (angebbar); für x muß dabei eine untere 


Schranke > 1 vorausgesetzt werden; Seitenstücke für F(£) und YF (&°). All das 
führt auf Integralabschätzungen, die es erlauben, . die Littlewoodsche Koeffi- 
' zientenschätzung verbessert auszunutzen; sie führen auf die z.Z. besten all- 
gemeinen Koeffizientenschätzungen 


3 


< Re arg f (21) m arg [(22) 


en n | 
im supla,| < $, speziell |a,|<1,674n, <1,52n, < 1,38" 
v2 


für n >AnN wr> 10H LOOK 
Egon Ullrich (Gießen). 
| Goluzin, 6. M.: Über Verzerrungssätze und die Koeffizienten sehliehter Funk- 
tionen. Mat. Sbornik, n. 8.23, 353—360 (1948) [Russisch]. 

Für die Klassen S und I’ schlichter Abbildungen (wie im vorstehenden Referat) 
gibt Verf. neuartige Abschätzungen vom Typus der Verzerrungssätze; außerdem 
deckt er eine Wachstumseigenschaft der Koeffizienten bei S auf: Gibt man irgend wie 
n Einheitsvektoren vor ,—= ed®, v—=1,2,...,n und hält diese fest, so gilt für 
jeden Punktsatz &,z, der aus einem z, lz| —=r<£1, entspringt: daß wenigstens 
einer der n Bildpunkte f(e, 2) in den Kreis o| <A r (1— r)=?/* eintaucht; die Zahl 
A=A(n;e,...,e,) bleibt endlich und hängt nur von den aufgeführten Para- 
metern ab, nicht aber von f(z). Analog bei 2. — Die erwähnte Koeffizienten- 
eigenschaft liegt in der Tatsache, daß das Wachstum einer Teilfolge (beliebige 
arithmetische Reihe kn + x) der Koeffizienten das Wachstum der ganzen Koeffi- 
 zientenfolge bestimmt: wenn bei einem x >0 i 
Iarn+»|S On“ gilt, so ist auch ja,| S C* n*. 


(Die Konstante C* hängt nur von 0, a, k ab.) Für x <0 gilt diese Eigenschaft 
aber nicht. DE Egon Ullrich (Gießen). 
Milin, I. M., N. A. Lebedev: Über die Koeffizienten einiger Klassen analytischer 
Funktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 67, 221—223 (1949) [Russisch]. 
Die Bezeichnungen $S=&, und 2—2, benutzen wir wie beim obigen 
Referat über Bazileviö. Hier werden zudem noch engere Klassen S, betrachtet, 


welche aus $, und f,(z) durch die bekannte Operation f,(z) — 1% (2%) hervorgehen 
— analog 2, mit F,(£) aus F,(£). Es bezeichne $,(r) den Inhalt des f,-Bildes 
von || £r<1 und o,(r) den des Komplements zum F,-Bilde von I > ze 
S,(r) gehört zur speziellen Funktion ff (2) = z(1— z%)?/%, Endlich wird eine Klasse 
regulärer Funktionen f(2)=a],2-+qa,2?-+-:-- betrachtet, welche den Einheits- 
kreis 2) <1 mit der Nebenbedingung abbildet, daß keine zwei 2,, 2, aus ihm in 
Bildpunkte mit f(z,) f(23) = 1 übergehen. — Für solche Funktionenklassen gibt 
Verf. eine Reihe von Schätzungen von einem Typus, wie er in der Theorie der 


rel offen urngeinn 
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schlichten Funktionen Forkomnit: insbesondere über 
F,(2,) — F (61) pP ’& = 6 q Egg 
| 0 mern Gebeliebie) 
Er gibt ferner einige Grenzbeziehungen für r—1, f,€ S,, welche $,(r) mit 8% (r) 
27 j N 


vergleichen, sowie für kleine k 2r.J,(r) = J If. (rei®)|rdp mit dem entsprechenden 


Ausdruck für f;, endlich (nur bei $,) > je„|* mit Zn r*. Aus der Schätzung 


Ar dor +4, wird für das Koeffizientenproblem der Klasse S, schon 


In! <(e/2)n + 4, gefolgert — nur wenig unschärfer als bei Bazilevic. (Siehe 
oben.) — Im en mit einer älteren Aussage Gronwalls geben die Verff. 
für f@)=2+%22 +: € S,, den Verzerrungssatz verschärfend, 
> ala), (2) a 42a ))# 
If(z Oleg me Sr Falsa-, e3@2- al)", 
a gilt dort J,(r) < VS, (r):o, 0, (r) für re Funktionen f, und 


— V1:f(1/&) ft1/C®y; nn nur ee der identischen: Abbildung. Ullrich. 


Br Ljubomir: Anwendung eines Satzes von G.M. Goluzin über schlichte “ & } 


Fyunktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 69, 491—494 (1949) [Russisch]. 
” Die Abschnitte einer ungeraden schlicht-regulären Potenzreihe im Einheits- 


kreis, f,(2)€E S, im Sinne der im vorsteh. Referat (Milin-Lebedev) erwähnten 
Klassen, bilden den Kreis 2|<1: V3 schlicht ab; die Schranke ist genau. — 


Von diesem Satz waren bislang nur unvollständige Beweise, z. T. fehlerhaft, vor- 
gebracht. Verf. stützt sich auf Goluzins Schätzungen für die Neigung von f(2). 
Egon Ullrich (Gießen). 
Alenitzyn, &. (Ju. E. Alenieyn): On mean p-valent funetions. Rec. math. Moscou, 
n. 8. 20, 113—123 u. engl. Zusammenfassg. 123—124 (1947) [Russisch ]. 


Es werden zwei Klassen von Funktionen F(£) behandelt, die £| >1 „im N | 


Mittel p-wertig‘“ abbilden. Dazu sei nach Wahl eines Mittelpunkts a der Inhalt 


der Bildfläche über dem Kreisring r <|w—a| <R mit W(a;r, R) bezeichnet. 


Die eine Klasse NY umfasse jene F(£), bei denen für ein passendes «a der Inhalt 
3 


W(a;0,R) <paR? füralle R >0 gilt; die andere I aber jene (£), woimmerhin 
p 


W(a;r, R, <pr(R?—r?) für jedes gegebene r >20 und dann alle genügend 


großen R gilt. Keine der beiden Klassen umfaßt die andere. — Insbesondere für p 
ganz gilt: Pd) = Er (1 + m /E + ag/&® + *). Für solche Funktionen (regulär bei 
£ = 00) gilt bio >1 


bei 0 <A<?2 oder A>2 je nachdem F(£) zu N oder I gehört; für andere A 
p 


» 
ist diese Ungleichung nicht notwendig gültig. Ferner 


[6'°) zen h 
Ba a +... 40 
n=1 
woraus bei ‚im Mittel schlichten“ F(&) Yn|a,?<1 folgt. Endlich ist 
Ir’(d))| <C(p, 2 2, &p—1) |6]P : (|ö|— 1) (genaue Schätzung). — Es werden 
noch die Beziehungen der betrachteten Klassen zu anderen, verwandten Klassen 
erörtert, insbesondere zu den „im Mittel p-wertigen‘“ Funktionen bei Spencer 
(dies. Zbl. 25, 259). Egon Ullrich (Gießen). 

Schaeffer, A. C. and D. €. Spencer: The coeffieients of sehlicht functions. IV. 
Proc. nat. Acad. Sci. USA 35, 143—150 (1949). 

In den vorhergehenden Noten [T, H Duke math. J. 10, 610—635 (1943); 12, 
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die Anfangskoeffizienten. (@,,@,,...,a,) einer schlicht regulären Potenzreihe 


w=f(2)=2+a,22?+:''+a,z”+ :-: einnehmen können: Es erwies sich als 


abgeschlossen, und homöomorph der (2n — 2)-dimensionalen Kugel. Das Koeffi- 
zientenproblem der schlichten Potenzreihen läuft darauf hinaus, insbesondere den 
Rand von (allen) V, zu überschauen. Einem Randpunkt von V,, entspricht ein 
f(z), das einer Differentialgleichung genügt: 


Pl ie Q ) s DEAN n—1l B, E er yo 
Zwei mtPW- I ..00 22: 5 m zart 


w 2 w Rei) 


Dabei ist Q(z) nicht-negativ auf 2 = e‘? und verschwindet dort mindestens einmal- 


Randpunkte von V, und Lösungen dieser Differentialgleichung (,D,-Funktionen“) 
entsprechen sich eineindeutig. Die Untersuchung des hyperelliptischen Integrals, 
das aus der linken Seite der Differentialgleichung entspringt, 


SvPw®, bzw. des Integrals RL yaa) z 


auf Grund der rechten Seite, führt dann zu näherer Kennzeichnung der D,-Funk- ; 


tionen. Dabei sind natürlich die Riemannschen Flächen zu obigen Integralen näher 
- zu diskutieren, was auf der Q-Seite dazu führt, die Gesamtheit dieser Flächen wieder 
durch einen Raum S,, zu kennzeichnen. Eine D,-Funktion, die zu einem gegebenen 


Punkt von 8, gehört, kann dann so verstanden werden: Es gibt 


| vn) = ul + bb) rs) + bei <a <I 
schlicht-regulär in |z2| <1, die |z2| <1 abbildet in |v! < 1. vermindert um gewisse. 
analytische Bögen; sie erfüllt (in 2) 

N RL 2 5 RL B, N 

2) ! () EN 2 ) mit OW, u) a 3 E 2 R 7ER, = B,, 


‚2 2 ! 
q 02 = neh) D) 


ist =0 auf v© = ei? und dort wenigstens einmal gleich 0; sie ist stetig in w, ja sogar 


‚stückweise glatt und genügt der Löwnerschen Differentialgleichung (in %) 


oV 1+e*r 
En 
v OU 1-e°®v 


bei stückweise stetigem x = a(u); &(e7'®, u) = 0. Die Randbedingungen sind 


v1) Im!" = fe), 0@.1)=Q@), lim Qu w, u) = P(w). 
uU> u>0 

Wächst « von O nach 1, so durchläuft der Punkt (b,(w),...,b,(w)) eine Kurve 
in V,, von (0,...,0) bis zu dem f(z) zugeordneten Randpunkt. — Mit Hilfe des 
Office of Naval Research wurde eine nähere Untersuchung solcher Kurven im Falle 
V, eingeleitet, worüber skizzierend berichtet wird. Egon Ullrich. (Gießen). 

Goluzin, 6. M.: Einige Überdeekungssätze in der Theorie der analytischen Funk- 

tionen. Mat. Sbornik, n. 5.22, 353—372 (1948) [Russisch]. 


Die Arbeit gruppiert sich ($ 2) um eine Reihe von Sätzen vom Typus Picard- 


Schottky, etwa folgender Art: Im Einheitskreis E: || <1. zeige f,(z) die Ur- 
sprungsentwicklung 2? (+ 1 2# + 0,2?#+-:-) für ein. festes k=1,2,...: 
ferner sei f.(2) #cexp2rviln v—=1,2,...,n, und meromorph in. HE, oder auch 
regulär, oder sogar + 00,0 in E. Dann gilt 
cl sel In); 

wobei je nach der Lage des Falles Gleichheit nur für eine genau angebbare Funktion 
P„(2) eintreten kann, welche in naheliegende Weise aus Quotienten hypergeometri- 
scher Funktionen durch elementare Abbildungen und Umkehrung konstruierbar 


ist. Auch für 9,(0) können dann explizite Werte gegeben werden. ($1.) — Dann: 
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| "wendet Verf. seine Ergebnisse an, um bei gegebenem c, Abschätzungen für die Länge Ä 
' von Strecken, auf beliebigen Halbstrahlen von w = 0 aus gelegen, zu gewinnen, die 


der Wertevorrat eines f(z) von obiger Art ganz überdeckt; ähnlich für Kreisbogen. 
Verallgemeinerung: Zwei Sätze von Ausnahmewerten, in Ecken konzentrischer 


 n.Ecke gelegen; Aussagen über Summe der Längen von 2 Strecken, ganz im Wert- 
‚  vorrat. — Zuletzt schließt sich eine genauere Überlegung für den Fall an, daß f(z) 
zudem als p-wertig angenommen wird ($3). Egon Ullrich (Gießen). 


 Matsumuma, Yoshimi: On modified bent-funetions and Phragmen-Lindelöf’s 
prineiple. Osaka math. J.2, 33—41 (1950). 
In dem bekannten Phragmen-Lindelöfschen Prinzip handelt es sich um eine 


Funktion fe) @=x+iy=reiP), welche für 2 >0 regulär ist und der Be- 


dingung lim sup |f(@)|< 1 genügt. Sei M (r)= sup |f(re'®)| und « =lim inf Ken ; 
= AM . lei< ®/2 r> © 2 
P = lim sup . Neben der von F. und R. Nevanlinna [Acta Soc. Sci. Fenni- 


r>0 
2 


cae 50, Nr. 5 (1922)] eingeführten Funktion m(r) = 7 log* |f{r eiP)|cos0d® be- 
7/2 ZA 
7/2 
trgehtet Verf. auch die Funktion w(r) = ;: log |f(r eiP)| cos 0 dO und zeigt, daß 
—n/2 i 
u(r)/r monoton ist. Sei n=limuw(r)/r. Verf. beweist die Ungleichung: 
r>00 
log |f(o er)|<(2/r) 70 eos p, woraus folgt: 1. Falls „= + ©, seit a=ß=n7= + 0; 
FSeNV en <TD ana; 3. wenn con. 0,80: 180 


rn =RB=0;.4 für = —- oO it === 7-00. Hieraus folgt ein.Resultat 

von Heins [Trans. Amer. math. Soc. 60, 238—244 (1946)], nach welchem & = ß 
für 0 <x <+ © ist und der Fall —©o <x <0O nicht eintreffen kann, und 
worin auch das Phragmen-Lindelöfsche Prinzip enthalten ist. V. ‚Paatero. 


Heins, Maurice: On some theorems associated with the Phragmen-Lindelöf 
prineiple. Ann. Acad. Sci. Fennicae, AI, Nr. 46, 10 S. (1948). 

Für zwei Ausdrücke, die in der Theorie der Verschärfungen der Phragmen- 
Lindelöfschen Sätze schon eine wesentliche Rolle gespielt haben, deckt Verf. auf, 
daß ihre Bedeutung in diesem Zusammenhang auf gemeinsamen ‚subharmonischen‘ 
Grundlagen beruht. Er folgert daraus insbesondere die schon 1937 von’Ahlfors 
festgestellte Differentialungleichung der Form m’”(xz) Zm(x&) und damit Kon- 
vexität in bezug auf die Kurvenschar x e” + ße”. (Vgl. auch dies. Zbl. 16, 32.) 
Es handelt sich um 


n/2 a2 N 
m(x; u) = Hi u(® +iy)cosydy und g(x; «) -( y {u(x + 220 h 
—n]2 — n/2 


wobei u(x +iy) im Rechteck x <xz<Pß, |y| <r/2 subharmonisch voraus- 
4 


gesetzt wird. m(z, u) ist im Spezialfall u = log f(x + i y)| schon von‘ F. 
und R. Nevanlinna 1922 eingeführt und von Ahlfors (s. 0.) zugrunde 
gelegt. q(z, u) ist ebenso 1933 von Carleman bemerkt und zu einem neuen Beweise 


des bekannten Randstellensatzes (Denjoy-Carleman-Ahlfors) benutzt worden 


(dies. Zbl. 6, 316). Verf. zeigt hier eine mögliche methodische Parallele zu m(z, u). 
Analoge Sätze für die Halbebene an Stelle des Parallelstreifens. Egon Ullrich. 
Nevanlinna, Rolf: Über Mittelwerte von Potentialfunktionen. Ann. Acad. Sei. 
Fennicae, A I, Nr. 57, 128. (1949). 
Es werden Potentialfunktionen auf einer offenen Riemannschen Fläche F 


" studiert: Diese werde ausgeschöpft durch eine Bereichfolge F, SE DIRECT 
mit fremden Rändern yy-- 9m; ; ; aus je endlich vielen ‚analytischen Bögen. 


Zu F,— F, (nach Abschließung mit y,) werde eine eindeutige Potentialfunktion « 


betrachtet, speziell das harmonische Maß & von y,„, und deren Konjugierte. v, spe- 


ziell ß; & ist hier etwas abweichend vom üblichen  normiert durch IE dß.=T; y 
En 


A kennzeichne eine Niveaulinie «—4. — Ziel der Arbeit ist eine Betrachtung des 
Dirichletintegrals D(A) im Zusammenhang mit dem Carlemanschen Mittelwert m(A) 
[analog dem q(x; u) des vorsteh. Referats] : 


DA)= a grad ul? dr, m(A) = Swap, 
LS@SA 


h DA 
‚dt — Flächenelement. Es wird festgestellt, daß 
D(A) = m(A) m’ ()) — m (}o) m’ (Ag) 


ist: andererseits folgt aus der Schwarzschen Ungleichung m’’(A) 20, also (ge- 
wöhnliche) Konvexität für m(A). — Unter allen in F„— F, regulären, eindeutigen 
Potentialfunktionen mit %,—=0 auf y, und mit normierter Totalvariation [\w=1 


! Yo 
des Konjugierten v von u ist obiges u = —- & (also im wesentlichen das harmonische 
Maß) dadurch ausgezeichnet, daß es beide Ausdrücke D(A) und m(A) kleinst macht. 
[Für D(A) ist das schon früher bewiesen; vgl. dies. Zbl. 30, 30 Nevanlinna und 
32, 158, Rauch]. — Aus diesen finiten Sätzen ergeben sich Anwendungen für u 
auf ganz F, bzw. doch F— F,, insbesondere wenn der ideale Rand I’ von F ein 
Nullrand ist. Jedenfalls gilt 


Düu)— Sf grad ul? dzdy = lim D,(u) = lim [udv— [ud. 
F—F, NO Yn>T yn Yo 
Gibt es ein y, mit einem k=0,1,2,..., so daß fü dv 0 wird, so folgt aus 
Y% 
dem obigen Konvexitätssatz schon f udv—©, also D,(u) > Du) = ©. ke 


B Yn . 
aber für alle y, doch " u dv <0, so gilt schon f u dv —0. Eine Potentialfunktion 


In \ In 
mit endlichem Dirichlet-Integral in F— F, verhält sich also, als ob nur y,, nicht 
aber der ideale Nullrand da wäre. — Endlich folgt dann: Eine auf (F—F,) + 
eindeutige und reguläre Potentialfunktion « ist dort dann und nur dann beschränkt, 
wenn ihr .Dirichletintegral endlich ist. Egon Ullrich (Gießen). 

Matildi, Pietro: Sulla rappresentazione eonforme di demini appartenenti a super- 
ficie di Riemann su domini di un tipo canonico assegnato. Ann. Scuola norm. sup. 
Pisa, Sei. fis. mat., II. S. 14, 81—90 (1948). 

Ein Riemannsches Flächenstück A höheren Geschlechts, dessen Rand aus einem 

einzigen Kontinuum besteht, kann in eine mehrfach überdeckte, )-blättrige Kreis- 
scheibe B, gleichen Zusammenhangs eineindeutig und konform abgebildet werden. 
Die Arbeit schließt sich an Cecionian [Ann. Univ. Toscane, n. S. 12, 27—88 (1928)]. 
— Die Abbildungsfunktion wird mit Hilfe von Integralen erster Gattung aufgebaut, 
welche zu einer algebraischen Riemannschen Fläche &, gehören, in die A einge- 
bettet werden kann; hier gehen aber als Parameter ein: die Koordinaten der Punkte 
a„(k=1,2,...,i) von A, welche über die Mitte von B, abgebildet werden, sowie 
‚die Blattzahl A von B,. Die a, werden mit einer Art von Kontinuitätsmethode be- 
stimmt, so daß die Perioden an den Rückkehrschnitten fortfallen: A bleibt, von 
einer unteren Schranke abgesehen, frei: ist &, vom Grade n, so A>n (2n— 3). 
Da man aber A in verschiedene Flächen einbetten kann, gibt es Abbildungen in 
verschiedene Bildflächen B, von A Blättern. Egon Ullrich (Gießen). 

Papon, Andre: Rayon de eourbure minimum au bord d’attaque d’un profil 
d@’aile. ©. r. Acad. Sci., Paris 330, 1931—1932 (1950). 

Die konforme Abbildung einer geschlossenen Kurve © der &-Ebene auf ein 
Profil der z-Ebene hat im Innern von © eine singuläre Stelle &,, in deren Umgebung 


 — 
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Weissinger (Hamburg). 
Br Baganas, Nicolas: Sur les valeurs algebriques d’une fonetion algebroide et les 
int6grales pseudo-abeliennes. Ann. sci. Ecole norm. sup., III. 8. 66, 161-—208 


(1949). 


In dieser Pariser These aus der Schule von Montel werden Algebroiden unter- 

sucht; das sind die k-deutigen Lösungsfunktionen von Gleichungen der Form 
k 
Fan)= Show =0 

mit Koeffizienten aus dem Ring der ganzen Funktionen; nicht alle f, rational 
(sgdche Algebroiden nennt der Verf. transzendent), oder aus dem Ring ganzartiger 
Funktionen für |2| <A. Bekanntlich sind die Hilfsmittel dei’ Wertverteilungslehre 
seit langem auf diesen Fall angewendet [Selberg, Math. Z. 31, 709—728 (1930); 
Ullrich, J. reine angew. Math. 167, 198—220 (1931); dies. Zbl. 3, 212; dies. Zbl. 2, 


271]. Verf. beschäftigt sich zunächst besonders mit Borelschen Identitäten und 


„combinaisons exceptionnelles“. Das Hauptgewicht der Arbeit liegt dann 
beim Studiumder Ausnahmefunktionen zu einer „transzendenten“ Algebroide, 
in Verallgemeinerung von Untersuchungen Montels (dies. Zbl. 28, 400); dabei 
ergeben sich, wie dort, Schranken für die Zweigzahlen. Verallgemeinerungen zu 
„Quasi-Ausnahmefunktionen‘“ »(z) von «(z): d.h. der Grenzexponent für die Null- 


- stellen von 4 (z) — v(z) ist kleiner als die Wachstumsordnung o von 4 (z); hier mehrere 


Fälle je nach Berücksichtigung der Vielfachheit dieser Nullstellen. Dabei wird be- 
sonders die Klasse (A) jener Algebroiden «(z) betrachtet, für die der Grenzexponent 
der Pole von w’(z) hinter 9 zurückbleibt. — Besondere Beachtung findet (wieder in 
Fortführung der oben genannten Arbeit Montels), das Problem, zu einer alge- 
braischen Funktion b(z) die algebraischen Ausnahmefunktionen (im scharfen 
Sinne) zu finden, welche über |z| < 0° -polfrei und über 2 = 00 in einem einzigen 
Zyklus verzweigt sind. — Endlich werden Pseudo-Abelsche Integrale studiert, 


das sind solche Abelschen Integrale, die sich als Summe von Logarithmen algebroider 


Funktionen », (z) darstellen lassen; ist z. B. u (2) jetzt algebraisch, und I = Hi R (2, u) dz 


pseudoabelsch gleich N log v,(z), so sind die »,(z) stets wählbar als von endlicher _ 


Wachstumsordnung, und sie haben nur endlich viele Pole und Nullstellen. Wir 
nennen noch, als ein Beispiel für die verfolgte Ideenrichtung, den Satz: Es sei R(z) 
Polynom vom Grade s—2p +2, prim zu R’(z), also p das Geschlecht von 
u? — R(z) = 0; dann gibt es im allgemeinen keine zwei ganzen Funktionen g,,'g5 
einer Ordnung o <p, welche &—g3R=1 genügen; wohl aber gibt es solche 
Paare von einer (ganzen) Ordnung 0=p. Egon Ullrich (Gießen). 
Baganas, Nicolas: Sur les alg&broides exceptionnelles ou quasi exceptionnelles 
pour une alg&broide donnee. C. r. Acad. Sci., Paris 228, 533—534 (1949). 
Voranzeige eines Teiles der vorstehend referierten Ergebnisse. E. Ullrich. 


Baganas, Nicolas: Un th6or&me göneral sur les fonetions algöbroides. ©. r. : 
"Acad. Sei., Paris 230, 1728—1730 (1950). 


Insbesondere der Begriff der präzisierten Wachstumsordnung 7°) wird für 
Algebroiden nutzbar gemacht; der Verf. ergänzt dadurch die oben referierte These. 
Egon Ullrich (Gießen). 
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Hermes, Hans und Ernst Peschl: Über analytische Automorphismen des Ron 
Math. Ann., Berlin 122, 66—70 (1950). n EN ‘ 
Zwei Punktfolgen {P,} und {P/} des Raumes R,, von n komplexen Variablen 

%,:.,%, (n>2) heißen äquivalent, wenn es einen analytischen Automorphis- 
mus des R,, gibt, der für jedes v» P, in P, überführt. Eine Punktfolge heißt 
planierbar, wenn sie einer Punktfolge äquivalent ist, die ganz in einer zweidimen- _ 
'sionalen analytischen Ebene liegt. Es werden nur Punktfolgen ohne Häufungspunkte 
‘im Endlichen betrachtet. Dann gelten die folgenden Sätze: 1. Alle planierbaren 
Folgen sind äquivalent. 2. Eine Folge {P,} = {(&1», - - -, %&n»)} ist planierbar, wenn 
für ein gewisses j die Folge {x;,} keinen endlichen Häufungspunkt hat. 3. Eine Folge 
(tv... %&n»)} ist planierbar, wenn keine der Folgen {x;,} den Häufungspunkt 0 
hat. 4. Jede Folge, die die Gitterpunkte des R,, durchläuft, ist planierbar. 5. Eine 
Folge {.P,} läßt sich stets in n planierbare Folgen aufspalten. — In den Beweisen 
werden lediglich die folgenden Grundtypen von Automorphismen benutzt: (A) Li- 
neare Transformationen. (B) Schiebungen, die bei Auszeichnung der ersten Koordi- 
dinate in der Gestalt 4 = x, % = 2, + f,(z,), f; ganze Funktionen (= 2,...,n) 
geschrieben werden können. (C) Automorphismen der Form 


sı Sn » 
a ers far zn aan 


Hierin sei f(z) eine ganze Funktion; die r, seien ganze und die s, nichtnegative ganze 
N 

Zahlen, die der Nebenbedingung $ r,:s,=0 genügen. — Die Resultate der Verff. 
j=1 


sind kennzeichnend für die Mannigfaltigkeit der analytischen Automorphismen des 
R,,, deren vollständige Klassifizierung bis heute ein offenes Problem ist. stein. 


2n> 


Gewöhnliche Differentialgleichungen. Differenzengleichungen: 


Aldanonde, T.: Verallgemeinerung des Begriffs der endliehen Summen und 
‚ Differenzen und einige Anwendungen derselben. Mem. Mat. Inst. „Jorge Juan“, 
Nr. 8, 478. (1948) [Spanisch ]. 
Die Arbeit führt in vollständiges Neuland. Verf. definiert bei gegebener Folge 
Xp. %p. .. teeller oder komplexer Zahlen für gegebenes u,%,,...,u,,:-- 
als verallgemeinerte erste Differenz Au, = u,,, — a, u,, weiter A?u,— Au, ,— 0,Au,. 
allgemein rekursiv Aru, = Ar1u,,— „Au, Es ergibt sich, daß symbolisch 
. Aru, = u (u— a) (U—&,) :** (u— x,„) geschrieben werden kann, wobei nach Aus- 
führung der Multiplikation «*durch «, zu ersetzen ist. Unter Differenz sei von jetzt 
an stets die verallgemeinerte Differenz des Verf. verstanden. Es ergibt sich, daß 
bei Bildung der h-ten Differenz die Reihenfolge der x, gleichgültig ist. Die mit den 
Parameterwerten %,,%.. .,&yp &ypap::-»%, gebildete (k— 1)-te Differenz be- 
zeichnet Verf. mit ”A®—1u,. Es ist also A?-1, (ohne linken symbolischen Expo- 
nenten) gleich “*A®=!u,. Verf. bespricht sodann einige Formeln mit diesem 
neuen Werkzeug der Differenzenrechnung. Für a, = 1 bei jedem j gehen die 
gewöhnlichen Differenzen hervor. Im folgenden sei aber vorausgesetzt,‘daß alle &; 


paarweise voneinander verschieden sind. — In Kap. 2 bespricht Verf. Zusammen- 
hänge seiner Theorie mit den Vandermondeschen Determinanten. Es sei 
V(a),...,%) = II (&—%). Die Determinante 
w>»v 
% r x 
A (&, 00, %,) == lo, Am Ur »=0,1,..., E 
gibt dann die Formel Au, = A (&,%,-..,% %,)[V (&1,%g, - . -,0%,). — Ungemein weit- 


lssenc sind die Anwendungen. (1) Bei gegebener Differenzengleichung k-ter Ord- 


nung = a; +9) =0 mit +0, wo die x, die Wurzeln der charakteristi- 
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schen Gleichung 2 Bee ;@ = 0 sein sollen, diese wieder als paarweise verschieden 


U 


. vorausgesetzt, zeigt zunächst Verf., daß die Gleichung kurz Atu, = 0 geschrieben 


werden kann und gibt bei gegebenem Ug Up... U, als Anfangsw erten die Lösung 


R 
Kan) = u, =. 2 a2) &*, wo die Konstanten ©, durch 


C, li m] 


bestimmt sind, indem 4, — *rA#-1u, ist. Wollen wir eine stetige unabhängige 
Veränderliche x statt n en so müßte jedes ©, noch mit einer willkürlichen 
Funktion g,(x) der Periode eins, die g, (0) = 1 erfüllt, Re werden. Damit 
ist die Lösung, angepaßt an die Anfangsbedingungen, SRURCEL. Zugleich ergibt 
sich die Re der ersten n Werte 
= a OD k+h L 

EI EAN lan. nn anal) nr 
(2) — Verf. zeigt die Anwendung auf ein Problem der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
sowie auf die Fibonaccische F a Überall wird die Rechnung sehr Sesam und kurz. 


0 


‚A 


—’(3) Ist eine Potenzreihe SS u,x! mit dem Rekursivgesetz > AUninen 


= 
gegeben, so bestimmt Verf. aut einfache Weise &) das allgemeine RL b) die n-te 
Partialsumme, ce) den Konvergenzradius, d) die Reihensumme innerhalb des Kon- 
vergenzkreises. Wieder ist a Voraussetzung, daß die Wurzeln der charakteristi- 


k 
schen Gleichung Na,2°—0 paarweise voneinander verschieden sind. —: 


(4) Merkwürdigerweise kann Verf. mit seiner Methode auch die lineare Differential- 
gleichung mit konstanten Koeffizienten (ohne Störungsglied) sowie die Eulersche 
Differentialgleichung behandeln. Voraussetzung ist wieder, daß die charakteristi- 
sche Gleichung keine mehrfachen Wurzeln kat. Doch deutet Verf. an, wie auch 
dieser Fall erledigt werden kann. Bei (4) ergeben sich keine neuen Resultate, doch 
neue Gesichtspunkte. Holzer (Graz). 
Bruijn, N. 6. de: On some linear funetional equations. Publ. Math., Debrecen 1, 


129—134 (1950). | 
Im Mittelpunkt steht das Verhalten der reellen Bas f(x) der linearen 


funktionalen Differentialgleichung (1) w(x) (x) + f(x)— g(2) f(x&—1)=0 bei 


x — 00; w(x) und g(x) sind für x 21 reell a IL aan in einer frühe- 
ren Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 33, 270) Bedingungen dafür angegeben, daß f(x) 
sich bei &©— + 00 einer periodischen Funktion anschmiegt, so ist hier nach Be- 
dingungen dafür gefragt, daß lim f(x) existiert. Folgender Satz wird bewiesen: 


x +00 
Wenn w(x) 0 und [0°) n 
r | ; dx | =—— e.®) 
2 EN % a a Lu 
n=1 n—1 


ist, und wenn es ferner eine monoton fallende Funktion ®(x) > 0 gibt, die 


) B(z)de <coo und g(x)=1+0{d(x)} 
Ö 
erfüllt, so existiert lim f(x) =A. Weiter wird eine Abschätzung für f(x) — A 


z—>+00 
angegeben. — Zuletzt den einige Beispiele der Form (2) f(x) = K (x) f(«—1) 
(K(x) >0) behandelt. Durch geeignete Transformationen kann man interessante 
Zusammenhänge zwischen Lösungen der Gleichungen (1) und (2) gewinnen, die sich 
ebenfalls auf das Verhalten bei x — + 00 beziehen. Töpfer (Köln). 
13* 
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Robinson, Lewis Bayard: Introduction to a study of a type of funetional diffe- 
rential and funetional integral equations. Math. Mag., Texas 23, 183—188 (1950). 
Es werden einige Bemerkungen zur Konvergenz des Ansatzes 
uw) = ul +Aml@) + A ul) +} 
für die Lösung «(z) der funktionalen Differentialgleichung 
7 
(1) u (2) = > u(2) 


22 


». 


gemacht (z komplex). Die u,(z) werden als rekursiv gebildete Integrale explizite 
angegeben. Die Herleitungen gehen unter Benutzung der „Adjungierten“ 
v(&) = u(1/E) elömentar vor sich; v(£) ist zugleich eine Lösung von (1). — Ein 
Ausblick auf die Lösung gewisser Verallgemeinerungen von (1) schließt die.Note ab. 
Töpfer (Köln). 
Najsul’, A. B.: Lösung eines Systems von gewöhnlichen Differentialgleiehungen 
mit Anfangsbedingungen, die nieht vom Cauchysehen Typus sind. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. S. 6%, 969—972 (1949) [Russisch ]. | 
Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz eines Systems linearer Differentialglei- 
chungen dy,/de = f,(z, Yu 495 - >) = 23 - - „m für im Intervall pysı=zg® 
stetige, der Lipschitzbedingung genügende Funktionen f, wird mittels der Methode 
aufeinander folgender Näherungen von Picard erneut bewiesen. Dabei wird die 
bekannte Bedingung b, > M,(g— p) zerlegt in Kn(—p) <1 und Knb, >M, 
(K die Lipschitzkonstante, M, die oberen Schranken der Funktionen y;(x), b, die 
Schranken der Abweichungen von y,(x2) von den entsprechenden Anfangswerten) 
und besonders darauf hingewiesen, daß bei dieser Formulierung die Forderung 
Kn(q—p) <1 wesentlich ist. Das wird durch Angabe eines einfachen Gegenbei- 
spiels belegt, widerspricht aber natürlich nicht der erstgenannten Fassung der Be- 
dingung. Es folgt noch ein Beweis der stetigen Abhängigkeit der Lösung von den 
Anfangswerten unter denselben abgeänderten Bedingungen. Svenson. 
Jakubovi@,.V. A.: Einige Reduzibilitätsbedingungen für ein System von Diffe- 
_ rentialgleichungen. Doklady Akad. Nauk SSSR,n.'S. 66, 577—580 (1949) [Russisch]. 
' Untersucht wird ein System von linearen Differentialgleichungen, gegeben in - 
Matrizenform durch (1) da/d = A(®x, x ein  n-dimensionaler Vektor, 
AN fa, ,;(t)} eine n-reihige quadratische Matrix, bestehend aus stetigen, komplex- 
wertigen Funktionen. Die Lösung hat die von den Anfangswerten abhängige Form 
2 (t, ty, %) = A (t, ty) %, wo die Matrix X (t,t,) aus einem Fundamentalsystem der 
Lösungen gebildet ist. — Bekanntlich heißt nach Ljapunov das Gleichungs- 
system reduzibel, wenn es durch eine Matrizensubstitution © = P(t)y mit be- 
schränkten Normen von Pt) und ‚P(t)! auf die Form (2) dy/dt = Ky gebracht 
werden kann mit einer konstanten Matrix K. Ljapunov hat gezeigt, daß ein 
System mit periodischer Matrix, A(t + ®) = A(t), reduzibel ist. Bewiesen werden 
durch Matrizenrechnung geringfügige Erweiterungen dieses Satzes, wonach das 
System ebenfalls reduzibel ist, falls gilt: 1. A(t + ®) = S A(t) S-1, wo Seine einer 
unitären Matrix äquivalente Matrix ist; 2. Alt) = B(t)+p(t)C, B und © ver- 
tauschbar, B periodisch, C zurückführbar auf eine Diagonalform mit rein imagi- 
nären Elementen, @(t) beliebige, stetige, reelle, Funktion; 3. A(t) = B(t) + oft) C, 


t 
B und ( vertauschbar, B periodisch, [(s) ds=at+y(t) mit |p(i)|< const.; 
Ö 


4.A(t)= B,(t) ++ B,(t), alle B,(t) periodisch mit verschiedenen Perioden und 
paarweise vertauschbar. Ferner wird folgendes Kriterium durch Zurückführung 
auf einen früher von Verf. [Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 63, 363—366 (1948)] auf- 
gestellten Satz bewiesen: Gegeben sind die Systeme (1) und (2). Falls das Integral 


[o/e} 
ah m =2 ||A(t)— K|| dt konvergiert, wo m der Grad des maximalen Kästehens der 


in die kanonische Form gebrachten Matrix K ist, so besitzt das Gleichungssystem (1) 
die Fundamentalmatrix ‚P(t) eX! mit lim P(t) = E, mithin ist das System redu- 


. .. . BER | 
zibel für t— 00. Als Spezialfall ergibt sich daraus ein Satz von Wintner [Amer. 
J. Math. 68, 185 (1946)]. | Svenson (Heidelberg). 
Wazewski, Tadeusz: Sur les integrales d’un systöme d’6quations diff6rentielles 


 tangentes aux hyperplans caraeteristiques issus du point singulier. Ann. Soc. Polo- 
| naise Math. 21, 277—297 (1949). 


L’A. utilise les r&sultats de son m&moire „prineipe topologique .. .“ (ce Zbl. 


‚32, 350) pour &tudier les trajectoires d’un champ de vecteurs au voisinage d’une 


singularite. Le theoreme suivant donne une idee des rösultats obtenus: Considerons 
\ . . 1 » x 

le systeme differentiel (1) du, = (,%, +8, |e))d ü=1,.. „n) oü s, sont des 

constantes et oü &,(2) tend vers zero avec ©; Si 5 <sy, <''- <s, <:'"<s, etsi 


8, <0 les integrales de (1) tangentes (pour = + 00) A l’axe x, se projettent sur le 


sous-espace (X), . . ., %,) selon un ensemble ä& r dimensions.  Reeb (Strasbourg). 

Seorza Dragoni, Giuseppe: Ancora a proposito di aleuni teoremi sulle equazioni 
differenziali ordinarie. Rend. Sem. ınat. Univ. Padova 18, 115—139 (1949). 

Es wird in ungewöhnlich heftiger Tonart eine Polemik gegen Cinquini 
foztgesetzt, wobei rund zehn eigene Arbeiten und ebenso viele von Cinquini 
herangezogen werden. Dem Referenten scheint es unmöglich und auch an dieser 
Stelle unnötig, sich ebenfalls einzumischen. Perron (München). 

Cinquini, Silvio: In margine a uno seritto di altro autore. Ist. Lombardo Sei. 
Lett., Rend., Cl. Sei. mat. natur. 82 (TIT. S. 13), 14 (1949). \ 

Kurze Erwiderung auf eine Arbeit von Scorza Dragoni (vgl. voriges Re- 
ferat) in womöglich noch schärferer Form. Perron (München). 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie: 


Pogorelov, A. V.: Apriorische Abschätzungen für die Ableitungen einer regulären 
Lösung einer partiellen Differentialgleichung von elliptischem Typus. Uspechi mat. 
Nauk 4, Nr. 4 (32), 179—182 (1949) [Russisch ]. 

Die Kugeloberfläche ist überdeckt durch eine Anzahl von Gebieten @, in jedem 
Gebiet @ ist ein reguläres Koordinatensystem u, v eingeführt (d.h. die Koeffizienten 
des Quadrates des Linienelementes ds? sind reguläre Funktionen von % und v) und 
eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung ‚von elliptischem Typus gegeben, 
Fa(r, s,t, p.q, 2, u, v) = 0, die derart miteinander zusammenhängen, daß sie inner- 
halb von Überschneidungen der Gebiete @ durch eine Transformation der dort 
gemeinsam vorhandenen Koordinaten ineinander ebenfalls ineinander übergeführt 
werden. — Genügt dann eine reguläre Funktion von u, v in jedem Gebiet @ der 
Differentialgleichung F« = 0, so wird sie als lösende reguläre Ortsfunktion z = f(X) 
einer Differentialgleichung von elliptischem Typus auf der ganzen Kugel angesehen, 
— Für u und v werden in der Umgebung eines jeden Punktes X der Kugeloberfläche 
geographische Koordinaten genommen, bezogen auf X als Nullpunkt auf dem 
Äquator. Sie hängen also noch von der Wahl der Richtung y des Aquators ab. Mit 
ihrer Hilfe sind jedem Punkt X die Werte der Ableitungen von f an dieser Stelle 


zugeordnet: 
or 
(u, v)|a =y=0- 


Ya, (A) 


Ziel der Arbeit ist es, Abschätzungen für die oberen Schranken der Beträge dieser 


auf Ov? 


Funktionen f,«. np (X) für ö+j<3 zu erhalten, ausgedrückt durch die oberen 


Schranken der Beträge der Ableitungen der Funktionen F«;, genommen an der 
Stelle X. Das geschieht nach einer von Bernstein [Mitt. math. Ges., Charkow 11, 
Nr. 3, 4 (1909)] angegebenen Methode der Einführung einer Hilfsfunktion, als welche 
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hier folgende genommen wird: i 
w,(X) = A,(R) Wa,o (X) + 2B,(X) üy,o,n (X) üya,o(K) + CN %o,n(A) 
or 


TDG 
mı yG,) (A) Zu 09 


exp efuu+Mle)|, Bo: 


>: 


wo A,(X), 2B,(X), C,(X) die Werte der ne Ableitungen von Fg nach r, s 
und tim Punkt X bei Verwendung von z= f(X) darstellen, M die obere Schranke 
von f,(,0) (X) für alle X und y ist und « eine a Konstante bedeutet. Ein gewisser, 
‘von dieser Funktion abhängiger Ausdruck wird abgeschätzt und angegeben, daß 
man daraus die gewünschten oberen Schranken erhalten kann. Endgültige ausdrück- 
liche Formeln für sie sind nicht angegeben. Svenson (Heidelberg). 

Visik, M. IL: Über lineare Randwertaufgaben für Differentialgleichungen, 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 65, 785—788 (1949) [Russisch]. 

In Fortsetzung einer früheren Arbeit [Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 68, | 
433—436 (1949)] behandelt Verf. die Laplacesche Differentialgleichung im Raum - | 
von n Dimensionen im Rahmen der Operatorenrechnung. Es werden lineare, homo- 
gene Randwertaufgaben korrekt genannt, wenn sie eine sog. korrekte Erweiterung Am 
des durch Abschließung des Laplaceschen Operators gewonnenen Operators A be- 


treffen. Korrekt heißt eine lineare Erweiterung Ä von A durch eine Randbedingung, 


wenn ACACA* ist und der inverse Operator A-! existiert und beschränkt ist, 
wobei /* der zu A konjugierte Operator ist. Zugrundegelegt wird dabei ein Gebiet 8 
des n-dimensionalen Raumes mit einem genügend glatten Rand J/’ und operiert 
wird im Hilbertschen Funktionenraum. — Es wird der Bereich von A bestimmt ver- 
mittelst der Formel L,(f) =@L,(f), f€EÄ, wo L, ein Operator ist, der jede Funk- 
tion f* des Definitionsbereiches von /*, die bis zum Rand J' stetig ist, auf die ent- 
stehende Randfunktion abbildet, und Z, durch Z, f* = 0/* (T)Jenr— (Pf*(T)), Tel, 
bestimmt ist mit dem Hilfsoperator P, der jeder Randfunktion einer bis zum Rande 
stetig differenzierbaren, harmonischen Funktion ihre eigene innere normale Ablei- 
tung auf dem Rande zuordnet. Schließlich bedeutet Q einen Operator, der die zu 
L, und L, gehörigen Funktionenräume, die in geeigneter Weise mit einer Metrik 
versehen sind, stetig ineinander überführt, dessen Existenz für jeden Operator 43 
die Formel zum Ausdruck bringt. + 
Randwertaufgabe, die durch Of (T)/öng= Rf(T) bestimmt ist, korrekt ist. Hierbei 
bedeutet R einen beliebigen positiven, selbstadjungierten Differentialoperator. An 
Stelle des Differentialoperators kann auch ein Operator genommen werden, für den 
der Definitionsbereich seiner Quadratwurzel (letztere im Sinn der Spektraltheorie 
der Operatoren) den Definitionsbereich von P enthält, wo P der P abschließende - 
Operator ist. Svenson (Heidelberg). 

Litwiniszyn, Jerzy: Stationary flows in heterogeneously anisotropie mediums. . 
Ann. Soc. Polonaise Math. 22, 185—194 (1950). 

Die bei zahlreichen Problemen der mathematischen Physik auftretende Glei- 
chung vd = xgrad p beschreibt Vorgänge in isotropen Medien, x ist dabei eine 
Funktion der Raumkoordinaten. Bei anisotropen Medien ist diese Gleichung durch 


un en 


u) — 4 * . (?, 2 a: 15 2, 3) 


zu ersetzen, worin die A?! die kontravarianten Komponenten eines Tensors zweiter 
Stufe bedeuten. Bei Quellenfreiheit, dvv =Y ;®” = 0 folgt aus (1) 


ll + Tr + TA) + a (I - Th) = 0 


°% 9x? oa ox) Ok 
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worin die 7’ die Christoffelschen Symbole zweiter Art bedeuten. Bei euklidischem 
"Raum und kartesischen Koordinaten vereinfacht sich (2) zu 
op OA 2°p 


HERTERT AR — = 0 
0108 r oxt dx? > 


. woraus die Differentialgleichung für isotropes Medium erhalten wird, wenn 
A = xölj gesetzt wird. Mit x —= Dev (D und ß Konstanten, B>0) ergibt 
sich für das ebene Problem die Differentialgleichung 
ep, pp 

(3) 0x? F oy2 Pa Eh 
Im Anschluß hieran behandelt Verf. eine spezielle Randwertaufgabe mit der Diffe- 
rentialgleichung (3). Da eine Verallgemeinerung derselben in der nachstehend be- 
sprochenen Arbeit von A. Ghizetti untersucht wird, sei auf das folgende Referat 
verwiesen. Quade (Hannover). 

Ghizzetti, Aldo: Flow in a not homogeneous and anisotropie medium. Ann. 

Soc. Polonaise Math. 22, 195—200 (1950). 


Die von J. Litwiniszyn behandelte gemischte 'Randwertaufgabe (vgl. das | Bi 


vorsteh. Referat) fällt unter die im Folgenden beschriebene: In dem Halbstreifen 
0&x<I, 0<y< oo sind diejenigen Lösungen der partiellen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung vom elliptischen Typus Az „+ Bz,„+C2,+D,+#z=0 
(4, B,C, D, E Konstanten, AB >0) zu bestimmen, welche den Randbedingungen 
2(2,0) = f(x), 2,(0,%) = 2,(l,y) =0 genügen. Durch geeignete Substitutionen 
kann diese Randwertaufgabe in die folgende übergeführt werden: In dem Halb- 
streifen 0O<x<sa, 0<y< 00 sind diejenigen Lösungen der Differentialgleichung- 


(1) U tUytAu=0, A—= konst. 

zu bestimmen, welche den Randbedingungen 

(2) u(2,0)=g(a), u,(0, yy— au), y) = ulm, y)— ur, y) = 0 | 
genügen. — Verf. löst die Randwertaufgabe unter Benutzung von Entwicklungen 


00 
nach Eigenfunktionen, u (x, y) = I 9.(%) y.(y). Hierin sind die 9,(x) die Eigen- 
funktionen der Sturmschen Randwertaufgabe 
e (tag) —= I, (0) xp) =p (md) —aplR) = 0 

mit den Eigenwerten = — 0%, 1, =k?(k=1,2,...) und den Eigenfunktionen 

(X) = Ee**?, p,(X) =asinkx+kceoskz (k=1,2,...). Die y,(y) müssen dann 
Lösungen der Differentialgleichungen yy (y) + A— 1) y.(y) =0 (k=0,1,...) 
sein, wobei auf Grund der ersten der Randbedingungen (2) 


9,0) = yr sa g(2) 9,(2)de, (k= 0,1...) 


sein muß. Da die Zahlenfolge der 1, monoton zunehmend ist, kann in der Folge 
der Zahlen k = 0,1,... stets eine kleinste ganze Zahl » so angegeben werden, daß 
2— 1m, <0 ist. Es sind dann die ‚Funktionen y,(y) durch 


Y.(Y) = Yr C08 Va—u,Y EC, sin YA — u, RE N 


Yr e-Vw—?y +.c,sinh Var Y; wenn A— m <0, 
ET yvt%% wenn A—w=(, 


Y.(Y) = Ye Var — Ay + c,sinh VA Y, Kerne 2, 2) 


gegeben, worin die c, willkürliche Konstanten bedeuten. Hieraus geht hervor, daß 
die Randwertaufgabe (1), (2) im allgemeinen keine eindeutig bestimmte Lösung 
besitzt, es existiert eine Folge von Eigenlösungen. Eindeutigkeit kann erst erreicht 


500° ee 


werden, wenn u(x, y) noch weitere Bedingungen äuferlegt werden, beispielsweise 


lim e Vo av u(e, y) =0, wenn A—ıw<ß, 


Y>-+0 
im a9) al) wenn. 1— iu = 0. 
v>+0o 9 


Mit diesen Bedingungen ist die ee nur im Falle » = 0 che d.h, 
wenn / + eh, ist. Ist v>0, also A+ 0? >0, so kann zu irgendeiner Lösung 
der Randwertaufgabe noch eine beliebige lineare Komposition von Eigenlösungen _ 
hinzugefügt werden. Quade (Hannover). 

Szegö, G.: Über eine Verallgemeinerung des De Integrals. Math. Z., 
Berlin 52, 676—685 (1950). 

Etendant un r6sultat sur la capacite de Carleman, etabli gräce & la represen- 
tation conforme [Math. Z. 1, 208—212 (1918)], !’A., gräce A notion de symötrisation 
deFaber-Polya-Szegö [voir Amer. J. math. 67, 1—32 (1945)] etablit un theoreme 
de minimum pour couronne plane B de courbes limitantes K, et K, (K, interne et _ 
entourant un point-origine O, K, limitant un domaine born @). Sit r=OM>O 
et p(r) decroissante (sans döute continue) telle que r p(r) soit sommable-do (mesure 
ordinaire) au voisinage de O. Alors on considere dans B, la fonction u (sans doute 
avec derivees secondes finies Es, prenant les valeurs 0 et 1 sur K, et K, 


respectivement. On forme N (\grad u2| + p(r) u) do— pe do. Le# 


theoreme affırme que la borne Irene de D(u) pour u variable est an lorsque 
K, et K, sont des circonferences de centre O. Brelot (Grenoble). 


Integralgleichungen. Integraltransformationen: 


Jaeckel, K.: Ermittlung einer Reihendarstellung des Kernes In r in elliptischen 
Koordinaten. Z. angew. Math. Mech. 30, 184—-187 (1950). 

Mt z=r7r +iy=—6&0)W, W=-U-i:V, Ge ın 
w=u—ıv wird durch Fourierreihenansatz und Auswertung der Koeffizienten- 
integrale nach der Residuenmethode bewiesen: Für U>u gilt 

&, e RU f 
In | —z| = U— In 2-- BD  (Cof nu cos nv cos nV + Sin nu sin nv sin nV), 
I 


n 


[0,6] 
erU 2 : E ö 
arg(—2)=?n — V—2 % Sg (Coj nu cos nv sinn’ — Sin nu sin nv cos uV); 
1 


im Falle U <wu ist überall « mit U und v mit V zu vertauschen, außerdem steht 
in der zweiten Formel cos nv an Stelle von sin nV und sin nv an Stelle von cos nV, 
schließlich x an Stelle von 2x. — Als Anwendung werden Eigenfunktionen und 
Eigenwerte der Inne Dune 


N P(o)lar (U,u; V,v)dv=A(U,u)o(V) 


und der Hin odtkferantnalelR et 


2 ZT ’ 
fs PP)arg (En — y)dv=A(U,u)o(V) 


angegeben (7- = Vie x)? 4 (n- y)2). Weitere Formeln ergeben sich durch 
Differentionen nach den Da DW. Iglisch (Braunschweig). 
Sarymsakov, T. A.: Über eine Eigenschaft der charakteristisehen Zahlen einer 
Integralgleichung mit nicht-negativem und stetigem Kern. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. 8.67, 973—976 (1949) [Russisch]. 
Fortsetzung einer Reihe von Abhandlungen, die Verf. in den Jahren 194549 


® 


Theorem 1 und 2: Aus der Konvergenz der Reihe 
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‚in der gleichen Zeitschrift und in den Izvestija Akad. Nauk SSSR veröffentlicht hat 
und die die Eigenschaften einer homogenen linearen Integralgleichung mit stetigem 


Kern betreffen. Bewiesen wird der Satz: Wenn der Kern K(t, x) nicht negativ 
und nicht zerlegbar ist (ein Kern wird nicht zerlegbar im Quadrat a <t,xe<b 
genannt, wenn für jedes Zahlenpaar ti, x aus dem Intervall <a, db» = H man zwei 
natürliche Zahlen m und n angeben kann derart, daß für die iterierten Kerne der. 
betreffenden Ordnungen gilt: Kw(t, x) >0 und KW(x,t) >0), so existiert 
eine positive, einfache charakteristische Zahl A,, die kleiner ist als die Beträge aller 
anderen charakteristischen Zahlen des Kernes und deren zugehörige Lösung 9,(%) 
der Integralgleichung positiv in 7 ausfällt. Als Hilfsmittel zum Beweise dient eine 
Einteilung der Punkte x des Intervalles H in verschiedene Arten: außerwesentliche 
Punkte 1. Art, für die ein taus H und eine natürliche Zahl r existieren derart, daß 
KN(z,t) >0 und KW(t,x)=0 für alle m ist; außerwesentliche Punkte 2. Art, 
für die ein nicht zur 1. Art gehöriger Wert t existiert derart, daß alle 
KATEN) = KT 0, me tar 
sind: und wesentliche Punkte, die die restlichen Punkte des Intervalles erschöpfen. 


Der Beweis selbst ist nur angedeutet und wird dadurch geführt, daß gezeigt wird, 


daß unter den gemachten Voraussetzungen der Kern primitiv ist, d.h. der (von t 
unabhängige) größte gemeinsame Teiler der nicht leeren Menge aller Zahlen h, für 


‚die KW(t,t) >0 ist, ist gleich 1. Er stützt sich im wesentlichen auf Ergebnisse 


der oben erwähnten früheren Arbeiten des Verf. auf diesem Gebiet. - Svenson. 
Chang, Shih-Hsun: On the distribution of the charaecteristie values and singular 
values of linear integral equations. Trans. Amer. math. Soc. 6%, 351-367 (1949). 
Alle vorkommenden Kerne seien L?-integrabel. Ein charakteristischer Wert u 
ist definiert durch 


b » 
D(x) — u | Kiz, y) D(y) day, 


ein Eigenwert A nach E. Schmidt durch 


b b 
B()=ı[ Ka,wyy)dy, ya) =AJ Kiy,a)Dly)ay. 


EN | f : N 
2 Ir folgt die der Reihe = = 


le 


aber nicht umgekehrt. — Theorem 3: Ist X (x, y) reell und gilt für die Fredholmsche 


b [0'0) 
Determinante des Kernes Y K(x,s)K(y,s) ds die Darstellung >, (I EC Re 
en 


[0,0] 
1 ER 
so ist für die Konvergenz der Reihe > me bei 0 <o <2 hinreichend und 
n=1!”% } \ 
ee) ) N x 2 
notwendig, daß die Reihe 8 |0,|@?” konvergiert. — Theorem 4: Setzt man 
n=1 


b 
K, K,(z, y) = f K,(x, s) Ky,(s, y) ds usf., so ist für K(&,y) = K,K,::: K,„(&, Y) 
d 


[6,0] 


5 
Dam 


h=1' 


Die Umkehrung war vom Verf. früher bewiesen worden (dies. Zbl. 29, 365). 


Theorem 5: (Folge aus 1 und 4). Für den Kern K aus Theorem 4 gilt auch 
© j . . 
> ap < 00. — Theorem 6: Ist@ (x, y) ein semidefiniter, symmetrischer, stetiger 


nzı"n 
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Kern, so gilt für K(z,y) = few» L(s, y) ds 


1 
Zum Lmm<e 


nl 
Im Anhang erscheinen noch zwei weitere Theoreme. Die Beweise benutzen Hilfs- 
'sätze über ganze Funktionen. Iglisch (Braunschweig). 


Kostitzin, Viadimir A.: Sur P’®quation integrale du eyele ferme. C. r. Acad. 
' Sci., Paris 230, 811—813 (1950). 
Auf die Integralgleichung 
= 1 
ar " k(u) (2 — 2) "du 
() Pe = + | ne jr a 


0 


wird die Laplacetransformation angewandt und durch Rücktransformation die _ 
Darstellung 


y 


1 1 © 
y(2)= fi) +[ Ku F(— ua)du +2 [ Lie,u)du [ ee F(— u, x—2)dz ) 
(0) v0 0 
1 


- [dv [ LEW, u) du fer U, 2% — 2) d2 
@ Ö Ö 
mit 


. vermutet, wo die 0, Eigenwerte und € kontinuierliches en eines Kernes 


sein werdem. Einsetzen in (1) liefert: 


K(&$)=k(d) + / kl +E-—-L.Kiö)dt, 


(2) LQ9=-— | kE-D LE Hac+ [ru HE DL, Cd, 
- 29 + [109% 


Alles kommt jetzt auf das Studium der Fredholmschen Integralgleichung (2) hinaus. 
Ist kein Spektrum vorhanden und sind die Eigenwerte einfach, so wird @(x) explizit 
angegeben. Iglisch (Braunschweig). 

Dolph, €. L.: Nonlinear integral equations ef the Hammerstein type. Trans. 
Amer. math. Soc. 66, 289—-307 (1949). 


Hammerstein [Acta math. 54, 117—176 (1930)] hat gezeigt, daß die nicht- 
lineare Integralgleichung u 


b i 5 
(1) y(a)= [ K(&, u) fly, y(y)] dy 


bei symmetrischem, positiv definitem Kern X (x, y) (unter geeigneten Stetigkeitsvor- 
aussetzungen) mindestens eine Lösung besitzt, wenn 


Y 
(A) to des +0, 0 


gilt, wo A, der kleinste er von K(x, y) ist. Ref. [Math. Ann. 108, 161—189 1 
(1933); ao Zbl. 6, 313] bewies den analogen Satz unter der strengeren Bedingung A 


(B) 0< If, %) ri 0)! Ey 
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| h ‘Unter der noch strengeren Bedingung 

\a 42 — Yıl a i 

bewiesen beide Autoren die Eindeutigkeit der Lösung. — Verf. betrachtet Hermite- 
sche Kerne X (x, y) mit den reellen Eigenwerten 


EDEN LEE EV 
Mit Hilfe der Schauder-Lerayschen Fixpunktmethode kann er Bedingung (B) 
erweitern zu (Ay <un <unsı <An-+ı) 
(B1) uNy—- ASK, Y)<Sun+ıy+A für y>y, 
An+ıy- AS, Yy)Suny+A für y<y, 
Bedingung (C) zu 
1\, fi, 9) — Fix, Yı) 
(© ) EN = Y—Yyı : 
Zur genauen Formulierung vgl. die Theoreme 1.1 und 1.2. — Daß sich (A) 
nicht so einfach formal erweitern läßt, zeigt ein Gegenbeispiel. Mit Methoden der 
Variationsrechnung im Großen gelingt trotzdem eine ziemlich verklausulierte Ver- 
allgemeinerung von (A), deren Formulierung im Theorem 2.1 nachgelesen werden 
kann. — Anwendung auf das erste Randwertproblem einer elliptischen Differential- 
gleichung in zwei Dimensionen und das Duffingsche Schwingungsproblem. 
Iglisch (Braunschweig). 
Sehoenberg, TI. J.: On variation-diminishing integral operators of the conyolution 
type. Proc. nat. Acad. Sci. USA 34, 164—169 (1948). 
Bezeichne v(x,) die Anzahl der Zeichenwechsel der reellen endlichen Reihe 
%, 4... Ist 8) % <a <''r.<x,' eine beliebige monoton wachsende 
endliche reelle Zahlenfolge, so ist die Zahl v(f) = sup v[f(x,)] nach der Definition 
5) 


Sun+ı: 


vom Verf. die Anzahl der Zeichenwechsel von f(x) in. (— 00, + 00). Es wird fol- 
gende Funktionaltransformation betrachtet: . 


-+ 00 
(*) g(@)= S[ Akt) fir) dt. 
+00 


Sie ist „„Zeichenwechsel-vermindernd‘“, falls: 1. 0< f 


A(z)|de< 0, 2. für eine 


— 00 
beliebige beschränkte und meßbare Funktion f(x) gilt v(g(z))<v(f(x)). Ohne 
Beweis wird folgender Satz angegeben: Die Transformation (*) ist „Zeichenwechsel- 
vermindernd“ dann und nur dann, falls A (x) eine zweiseitige Laplace-Transformierte 
besitzt von der Form 


+00 

(er) k e 212) d% = 
—&o9 

Hier ist e= +1 und die Funktion y besitzt die folgende Form: 


& 
wis) “ 


Die) serte Hi 1 (Le (c>0,yZ0,0, reell, 0 <y% + 2,057<780) 
Die Relation ist gültig in einem offenen vertikalen Streifen, welcher die imaginäre 
Achse enthält. — Genügt (*) den. Forderungen des Satzes, so ist v(g)<Zv(f) auch 
im Falle, wenn f(x) nicht beschränkt, aber so beschaffen, daß A(x) integrierbar 
in jedem endlichen Intervalle ist und das Integral (*) existiert für jedes x. Das 
ist der Fall, wenn f(x) ein Polynom ist. St. Fenyö (Budapest). 

Vodi@ka, Väelav: La base th6orique de la transformation de Laplace avec une 
‚applieation dans la physique math@matique. Casopis Mat. Fys., Praha 75, D 119 — 
D 131 und franz. Zusammenfassg. D 131 (1950) [Tschechisch ]. 


Ingenieurs, physieiens et meme les mathematiciens se servent de plus en plus du calcul 
operatoire. La premiere partie de cet article donne la demonstration de deux theoremes fonda- 
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mentaux qui forment la base de cet instrument mathematique, dans la seconde partie nous 
\ 


- . a 5 »“ N ps d 4 
nous occuperons d’application des resultats obtenus % la solution d’un probleme d’equation aux 


dans la physique mathematique. Il s’agit ici des choses bien connues et nos considerations ne 
sont pensdes que pour Y’information. ES (Autoreferat). 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


' derivees partielles — problöme renfermant un grand nombre de cas qui peuvent se presenter | 


Pellegrino, F.: Die analytischen Funktionale und ihre Anwendungen. Mat. 


Tidsskr. B., Kobenhavn 1949, 31—62 (1949). | 

Exposition des r6sultats fondamentaux de la theorie des fonctionnelles analyti- 
ques [due & L. Fantappie, Atti Accad. naz. Lincei, Mem. Cl. Sci. fis. mat. natur., 
VI. S. 3, 453—683 (1930)] et de ses applications au caleul symbolique de Heaviside, 
au caleul des fonctions matricielles, & l’integration de certaines equations differen- 
tielles, & l’integration explicite des equations aux deriv6es partielles & coefficients 
constants. Apres avoir introduit les notions de fonctionnelle, simple et mixte, et 
d’operateur fonctionnel, ’A. expose le point de vue de L. Fantappie, en intro- 
duisant les fonctions „localement analytiques‘‘, regulieres et nulles & l’infini, qui 
jouent le röle d’argument pour une fonctionnelle analytique. R etant l’espace de 


ces fonctions, convenablement meötrise, les domaines et les lignes de R sont definies. 
‚Le cas des fonctions de n variables complexes conduit & des consid6rations ana- 


logues, en remplacant la sphere de Riemann par une variet& de Segre V,,. Apres 


la definition des fonctionnelles analytiques, A. envisage le cas des fonetionnelles 
lineaires des fonctions d’une variable, en indiquant une demonstration simple de 


la formule de Fantappie, qui permet d’exprimer toute fonctionnelle de cette na- 


ture par une integrale complexe (produit hemisymetrique). Le cas des fonctions 
d’une variable hypercomplexe est trait& d’une maniere analogue. Apres indication 
des principales applications, illustrees par des exemples, suit le cas des fonetion- 
nelles non-lin&aires, avec la remarquable formule de Fantappie, permettant d’ex- 
primer la fonctionnelle par une serie analogue & celle de Taylor. Une biblio- 
graphie, contenant les travaux se reportant au sujet, parus depuis 1939, termine 
V’exposition. Calugareanu (Cluj). 


Favard, J.: Sur Papproximation dans les espaces veetoriels. Ann. Mat. pura 


appl., Bologna, IV. S.29, 259—291 (1949). 

La premiere partie du travail est consacree aux problemes de la convergence 
dans les espaces de Banach. On rappelle le „‚prineipe de convergence‘“ (U, &tant 
une suite de transformations linaires uniformement bornees, si l’on alim U, x, = x, 


. 17 . . k 22. £ 
pour une suite d’elöments x,, on a aussi lim U, & = x pour tout el&ment x contenu 


N 
dans le sous-espace ferme A sous-tendu par les x,), le „principe de localisation“ 
(U, etant une suite de transformations lineaires et Z une fonctionnelle lineaire telle 
que |KU,a)| SM ||x|| pour tout el&ment x de l’espace, sil’ona lim I(U, x,) — U(x,) 
e . ä n 
pour tout x, on a aussi lim (U, x) = l(&) pour tout zE A), le „principe de la 
NR 
convergence uniforme“ (par rapport & un ensemble de fonctionnelles lineaires 1, 
y I A z id ? 2 1% x 
telles que ||| < M), le „prineipe de l’&quiconvergence‘ et le theoreme de Banach- 


N « ZN zZ . . . NUT . 

Steinhaus. On en donne quelques gen6ralisations utiles oü interviennent, outre la 
2 >\ a7 7 « > A ?, SQ N x a gm 2 T 2 Q a . 1‘ 

norme originale, encore d’autres normes, fixes ou variables. Parmi les applications, 


on retrouve tout d’abord le thöoreme de localisation des series de Fourier, le theo- 


reme de Dirichlet-Jordan sur la convergence des series de Fourier des fonctions A 
variation bornee et l’existence des fonctions continues dont la serie de Fourier di- 
verge. On indique ensuite des applications aux problömes de l’interpolation par des 
polynömes ordinaires. Enfin, comme une application du principe de l’&quiconver- 
gence, on demontre que la serie de polynömes de Legendre d’une fonction 
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. z{)€L(-1,1), et la serie de Fourier de la fonction sin? 0 - x (cos 0) sont equi- 
convergentes au point ?= cos (0 <0 <a). — La seconde partie du travail 
esquisse une theorie des proced&s de sommation „‚reguliers“ (c’est-A-dire lineaires), 
etablit l’existence des „meilleurs proc&d6s d’approximation“ et discute en partieulier 
le probleme de „saturation“ (r&sum& des r6sultats düs & PA., M. Kre in, Ss: Ni. 
kolsky, M. Zamansky, au rapporteur, etc.) — La derniere partie, bien courte, 
est consacree & quelques remarques sur des espaces 6cartises que l’on rencontre 
dans la theorie des appıoximations, p. ex. ’espace des fonctions continues de p6riode 
277, &cartise par le module de continuit6 @(t). Bela Sz.-Nagy. 


Segal, I. E.: The elass of funetions which are absolutely eonvergent Fourier 
transforms. Acta Sei. math., Szeged 12B, L. Fejer et R. Fiesz LXX annos natis 
dedic., 157—161 (1950). 


Soit @ un groupe abelien localeınent compact; on sait que la transformation 


A 


de Fourier sur le dual @ de @ est une application linsaire continue de Z, (G)sur un 
 sous-espace partout dense KH de L”(@) (espace des fonctions continues nulles & l’oo 
‚sur @) (’A. en donne une d&monstration simple). E est, d’apres un theoreme de 
Banach, ou bien rare ou bien &gal ä Z®(G).' L’A. montre que ce dernier cas ne se 
prpduit que si @ est fini; il suffit de voir que si E = L®(G), @G est fini, ce que /’A. 
ıfontre successivement dans le cas olı @ est compact mötrisable, compact quelconque, 
engendre& par un voisinage compact de 0 et enfin dans le cas general. Braconnier. 
Halmos, Paul R.: A non homogeneous ergodie theorem. Trans. Amer. math: 
Soc. 66, 284—288 (1949). 
X denotes a measure space with measure m such that m(X) =1, Ta one-to- 
one measure preserving transformation of X onto itself, f a measurable (numerical) 
“function defined on X. In a paper with the same title Izumi [Proc. Imp. Acad. 
Tokyo 15, 189—192 (1939)] produced conditions on fand 7, under which the series 
©: &(1/n) f(T" x) converges almost everywhere. In the note under review it is 
shown that Izumi’s mixing condition for T’ implies that the measure space X is 
isomorphie, in the sense of measure theory, with a space containing exactly one point. 
Assuming then that fe ZL,(X) the author discusses the possibility of the conver- 
gence in the mean (of order two) of ©. Writing M for the closed linear manifold 
of functions geL,(X) for which g= Ug (U: unitary operator induced by 7), 
and N for the orthogonal complement of W, he proves that the set E of functions f 
for which & converges in the mean is dense in X but that if 7’ is metrically transitive 
[Def. in E. Hopf, Ergodentheorie, Berlin 1937, p. 29; this Zbl. 17, 283] and X is 
non atomic, it is impossible for © to converge for every fin W. Chr. Pauc. 


Praktische Analysis: 


Berardino, V. di e P. Frandi: Formule ricorrenti per la risoluzione graduale 

dei sistemi di equazioni algebriche lineari. Archimede, Firenze 2, 108—113 (1950). 
Salzer, Herbert E.: Alternative formulas for direet interpolation of a complex 
function tabulated along equidistant eireular ares. J. Math. Phys., Massachusetts 

26, 56—61 (1947). FR 

Die Lagrangesche Formel für direkte Interpolation läßt sich in dem im Titel 
genannten Fall bequem anwenden, wenn die dabei auftretenden Größen 
Am 1, — 20) (2 — HR rı) en) ein für allemal tabuliert 
sind. Die ‘Ausdrücke 44” werden bis einschl.» = 9 gegeben und zwar mit dem 
Winkel $ der aufeinanderfolgenden Verbindungsstrecken der zu benutzenden Punkte 


als Argument. N yström (Helsinki). 


Salzer, Herbert E.: Tables for faeilitating the use of Chebyshev’s quadrature 
formula. J. Math. Phys., Massachusetts 26, 191—194 (1947). 


a 
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Die Anwendung der Tschebyscheffschen Quadraturformel der Ordnung n setzt 


die Berechnung der Werte des Integranden in gewissen, nicht äquidistanten Punkten 


x) voraus. Alle diese Werte werden mit dem gleichen Gewicht berücksichtigt. Die 
x") sind nur für n=1,2,...,9,11,12 reell, sie werden bis einschl. 9 zehnstellig 
gegeben. Ferner sind Koeffizienten D\®) achtstellig gegeben, die bei der Berechnung 
der dividierten Differenzen der zu integrierenden Funktion nützlich sind. 

s Nyström (Helsinki). 

Hartree, D. R.: A method for the numerieal integration of first-order differential 
equations. Proc. Cambridge phil. Soc. 46, 523—524 (1950). 

Verf. schlägt vor, die Differentialgleichung 4’ = f(x, y) unter Hinzuziehung 
der zweiten Ableitung y” = öf/ox + f (öf/dy) mittels der Formeln 6?y, = (6%)? yo, 
öyy = 3 (6%) [yo + a — 6x (yi — Yo)] zu integrieren, wobei die erste Formel 
zur Gewinnung einer ersten Näherung für %, und damit für y} und yı dient, und 
bespricht die Vorzüge dieser — auch auf Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
ausdehnbaren — Methode. Weissinger (Hamburg). 


y 
ıf 
F 


ni 


Picht, Johannes: Beitrag zur Theorie der optischen Schallanalyse. Ann. Phys., 


Leipzig, VI. F. 5, 117-132 (1949). 
Die von J. F. Schouten [Nature, London 141, 914 (1938)] begründete Methode 


der optischen Schallanalyse wird theoretisch untersucht und auf ihre Genauigkeits- 


grenzen geprüft. Die Schallschwingungen werden auf einen Film nach dem Ver- 
fahren von Philips-Miller mechanisch übertragen: Der Film ist mit einer undurch- 
_ sichtigen Schicht überzogen, aus der mittels eines durch die Schallschwingungen 
gesteuerten Stichels eine beiderseitig symmetrisch von der Schallkurve begrenzte 
lichtdurchlässige Fläche ausgespart wird. Schickt man durch diese so präparierte 


Öffnung paralleles einfarbiges Licht, so entstehen Beugungsspektra, deren Inten- 


sitätsverteilung im wesentlichen dem Periodogramm des Kurvenstücks entspricht. 
Die Genauigkeit des Verfahrens ist beschränkt: bei zusammengesetzten Schwingungen 
dürfen die einzelnen Frequenzen nicht zu sehr benachbart sein und die Amplituden- 
verhältnisse nicht mehr als etwa 10:3 schwanken. Die Frequenzen werden mit 
einer Genauigkeit von + 15 Hertz, die Amplituden mit einer Genauigkeit von 
 +.10% erhalten. Das Ergebnis eines praktischen Versuchs wird eingehend diskutiert. 
K. Stumpff (Göttingen). 

® Wold, Herman: Random normal deviates. 25,000 items eompiled from 
Traet No. XXIV (M. G. Kendall and B. Babington Smith’s tables of random sampling 
. numbers). (Tracts for Computers, No. XXV.) Cambridge: At the University Press 
1948. 5lp., 5s. 

Die Tabelle gibt die auf zwei Dezimalstellen berechneten Stellen an, an welchen 
die Verteilungsfunktion ® (x) der auf den Mittelwert 0 und die Streuung 1 reduzierten 
Normalverteilung jene Werte annimmt, die sich aus der Kendall-Smithschen Zu- 
fallszahlen-Tabelle, auf vier Ziffern beschränkt, der Reihe nach ergeben. Und zwar 
bei den Zahlen 0100—9899 nach Anhängen von 5 und Division durch 10°, bei den 


Zahlen 0000—0099 und 9900-9999 nach Anhängen zweier Zufallsziffern sowie - 


eines Ö-ers und Division durch 10°. — Die Tabelle ist bezüglich Zufälligkeit und 
Normalität durch vier Verfahren in 500 5000 gliedrigen Blöcken sowie in ihrer Ge- 
samtheit geprüft und die Verteilung der 2[1— ®(x)]-Werte hierbei mit der Recht- 
ecksverteilung durch die x?- bzw. eine Kolmogoroffsche Methode verglichen worden. 
— Mit den von Mahalanobis auf Grund der Tippettschen Zufallszahlen-Tabelle 
berechneten 10400 zufälligen normalen Abweichungen [Sankhyä 1, 289328 (1934) ] 
stehen nunmehr insgesamt 35400 solche Abweichungen zu experimentellen Unter- 
suchungen zur Verfügung. Szentmärtony (Budapest). 
Nockere, Georgette de: Tables num6riques des polynömes de Legendre 
P,,o (050) et des fonetions assoeides P,, ; (e0s®) ainsi que de leurs integrales P jusqu’& 
n —= 15 et 7 = 4, pour P’argument (eolatidute) variant de degr6 en degre. Tableaux 


ROU: 


‚des lattitudes et longitudes divisionnaires et valeurs des multiplieateurs pour le ealeul 


‚ des coeffieients du d&veloppement en serie de polynomes de Laplace par la methode 


des compartiments &quivalents, d’une fonetion de deux variables ind&pendantes. 
Acad. Belgique, Cl. Sci., M&m., Coll. 8°, IT. S. 24, Nr. 4, 166 p. 150 francs (1949). 

Außer den im Titel angegebenen Tabellen enthält des Buch ein Vorwort von 
G. Prevost und eine Erläuterung zur Berechnung der Legendreschen Polynome 
der Verf. An Druckfeblern hat Ref. einen einzigen gefunden, nämlich, daß auf 
S. 83 in der fünften Spalte bei der Differenz zweier Werte P für die Argumentwerte 
©=25 und ® = 26 ein Minuszeichen fehlt. Gran Olsson (Trondheim). 

Abramowitz, Milton: Tables of integrals of Struve funetions. J. Math. Phys., 
Massachusetts 29, 49—51 (1950). 

Horton, €. W.: A short table of Struve funetions and of some integrals involving 
Bessel and Struve funetions. J. Math. Phys., Massachusetts 29, 5658 (1950). 


Wahrscheinlichkeitsrechnung und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung: 


Finetti, Bruno de: SulPimpostazione assiomatica del ealeolo delle probabilitä.. 
Anyi. Triestini, II. S.19, 55 S. (1949). 

In der ihm eigenen, durchsichtig klaren Darstellungsweise diskutiert Verf. eine 
Reihe formaler Fragen und Schwierigkeiten, die bei der abstrakt-axiomatischen 
Definition des Wahrscheinlichkeitsbegriffs auftauchen. Als Ausgangspunkt hierzu 
dient Kolmogoroffs Axiomensystem zur Definition der Wahrscheinlichkeitsfelder 
(E, P) [A. Kolmogoroff, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Berlin 
1933; dies. Zbl. 7, 216]. Jede Frage wird getrennt parallel erörtert von den vier 
möglichen Standpunkten des a) klassischen, b) empirisch-statistischen, ce) asymptoti- 
schen (Wahrscheinlichkeit — Grenzwert der Häufigkeit), d) subjektiven Wahr- 
scheinlichkeitsbegriffes aus. Untersucht wird zunächst die Berechtigung des 
Kolmogoroffs Definition zugrunde liegenden Begriffs der ‚Elementarfälle‘“ und 
seines Axioms I über die Körpereigenschaft der Ereignisse #, sodann der Begriff 
der bedingten Wahrscheinlichkeit. Den Kernpunkt des Aufsatzes bildet die Betrach- 
tung des Axioms der vollständigen Additivität (d.h. Gültigkeit des Additionssatzes 
für abzählbar unendlich viele einander ausschließende Ereignisse), welches mit dem 
„Continuitäts-Postulat“ P (lim E,) = lim P (E,) äquivalent ist; die Menge der 
vollständig additiven Verteilungen ist im Gegensatz zu der Menge der einfach 
additiven Verteilungen (d.h. bei Geltung des Additionssatzes für endlich viele 


‘ Ereignisse) nicht abgeschlossen. Aus seinen kritischen Überlegungen leitet Verf. 


in der Axiomatik der Wahrscheinlichkeitsfelder schließlich eine Abwendung von 
dem bisher dort üblichen Lebesgueschen Maß- und Integralbegriff hin zur Jordan- 
Psanoschen Maß- und Riemannschen Integrationstheorie ab. Die entscheidenden 


" Paradoxa werden teilweise durch analoge geometrische Sachverhalte illustriert. 


M.P.@Geppert (Bad-Nauheim). 
Friede, Georg: Über Reziprozitätsbeziehungen in der Wahrscheinlichkeitsrech- 


‘nung. Z.angew. Math. Mech. 30, 65—72 (1950). 


Einer Urne, die die Nummern 1,2,...,® in den relativen Häufigkeiten 
9,09»: - DR (2 M= I enthalte, werden n Nummern nacheinander mit jeweiligem 
0 


, Zurücklegen entnommen. Die Wahrscheinlichkeit für mindestens x Erfolge, d.h. 


dafür, daß die n Ziehungen mindestens x Nummern < r ergeben, 


1—F(x<—1|n, P,) = W(e|n, r) = Dr) RR N) hi a DB 


v=% el 


wird aus den Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Ziehungsergebnisse auf zwei ver- 


208 x“ 


schiedenen Wegen schrittweise aufgebaut, einmal unter hauptsächlicher Berück- wi 
sichtigung der Reihenfolge der Einzelergebnisse, einmal unter alleiniger Berück- 


sichtigung der Gesamthäufigkeiten der verschiedenen Nummern. Auf diese Weise 


gewinnt Verf.zwei Reziprozitätsbeziehungen zwischen der Kumulativfunktion 


G(n|x, P,) = >82 (; a2 1) Pr: (1— P,)>-® der Pascal-Verteilung von 's bzw. der ; 
Ss 


x—1 
=r 7 
i 
Kumulativfunktion H(P,|x,n)= I h(P,\x,n) der Wahrscheinlichkeit 
e=1 i ; 


z—-1l1.n—2 


n! 
AU DA rer ae 
0 


x %=0 = 


Be me > Va —F(2— 1m, NEN) n, Pe) y 


e—1 


dafür, daß bei Anordnung der n gezogenen Nummern nach steigender Größe an 
x-ter Stelle eine Nummer o stehe, einerseits und der Kumulativfunktion 


T 


lan, 2?) = N { & Pr’ - (1— P)*r? der binomischen Verteilung von v andererseits: 
v= [0 a 


1— F(x<—1|n, P,) = @(n|x, P,) = H(P,|z n). 


Durch den Grenzübergang Ro, AP, = P,— Pa,-ı >00 geht die Relation ° 
zwischen F und H formal in die erstmals von G. Castelnuovo (Calcolo delle 


probabilitä, 1. Aufl. Milano-Roma-Napoli 1919, S. 163) gefundene Relation 


L P 
Ban = (8— Pie? = a Pe (1 pa dP 


zwischen den Kumulativfunktionen der binomischen und der Bayesschen Vertei- 


lung über. Jedoch ist 4 hier nicht im Sinne von Bayes zu deuten, sondern in 


einem dem Pascalschen Grundgedanken entsprechenden Sinn. Der offenbaren Ver- E 


wandtschaft zwischen der obigen Reziprozitätsgleichung und der Ausgangsglei- 


chung der R. A. Fisherschen Fiduzialwahrscheinlichkeitsverteilung beabsichtigt 


Verf. eine weitere Publikation zu widmen. M. .P. Geppert. 


Robbins, Herbert and E. J. 6. Pitman: Application of the method of mixtures 


ac 


to quadratie forms in normal variates. Ann. math. Statist., Baltimore Md. 20, 552—560- 


(1949). 


In einer früheren Arbeit [H.Robbins, Ann. math. Statist. 19, 360-369 (1948)] 
wurde gezeigt, daß für die mit positiven Konstanten ,>0/(mit Yec,=1\ aus 


7 


einer Folge von kumulativen Verteilungsfunktionen F,(x), F(®),... gebildete 
„Mischung“ der Folge F(x) = N c,F,(x) mit jeder Borel-meßbaren Funktion g(x) 
7 ) 


Ss@dr@)= De, | ga) dr,(a) 


und bei Differenzierbarkeit der F, und gleichmäßiger Konvergenz der differenzierten 


Reihe für die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsdichten f(x) = N c,];(2) gilt. 
fl 


Diese und weitere Eigenschaften solcher Mischreihen werden angewandt zur Dar- 


stellung der Verteilungsfunktionen von positiven quadratischen Formen normal ver- 


teilter Variablen und der Verteilungsfunktion eines aus solchen Formen gebildeten 


7 N N SE K 2 2 2 .. . ” . 
Verhältnisses. — Folgen X» Xmı - : : Xm, unabhängig voneinander x-Verteilungen 
mit m,m,...m,  Jreiheitsgraden, und ist «>06, RR | 

en RERIERE Tr a: 2 2 Br: en 
M= m + m, 4 Hm,, so lautet für Z=a.(yn +0%Xm,+:"+a,x2,) die 


kumulative Verteilungsfunktion Prob (X <x) = = 4Fm+2;(xja), wo die Kon- 
- 2 


 stanten 2 0, ES} = 1 sich aus N | 
f ; SH 5; 5 x 

Br 

eh {a, =l2. [1 — (1— 1ja,) A od > 27 (es 1) 


bestimmen und r Ay ), die ‚Verteilungsfunktion von x? mit n heran ish. — 
Folgen %, Kan BE, Ki .:.%n, unabhängig voneinander z2-Verteilungen 


mit m, m],...,M,,N,0j,...,n, Freiheitsgraden, und ist- 
t eo le. Be 
M=m+m+:-+m, Nen+n+::+n, 


so lautet für "=-a. (m tm, ++, 2) +. +: tb 12 die 

Verteilungsfunktion Prob (X< x) = x Sc,d, Fu+2j aa) wo die Kon- 
j .k ; 
5: 


Ostanten ,>0, Io, =1 0, = d,=1‘sich in analoger Weise wie oben 
r 


bestimmen und F'„,„(x%) die ohne weiteres aus Snedecors F-Verteilung ableitbare 
Verteilungsfunktion des Quotienten zweier unabhängiger Y ist: = Ya. — 
Aus der Darstellung ergeben sich Abschätzungen für die Annäherung der Vertei- 


lungsfunktion dureh eine endliche Teilsumme der zugehörigen Mischreihe. Die R 


Resultate werden ausgedehnt auf nicht-zentrale y?-Variablen. M. P. Geppert. 
F 3 


Mack, €.: The expeeted number of aggregates in a random distribution of 
n points. Proc. Cambridge phil. Soc. 46, 2835—292 (1950). i 
Nach Erledigung des eindimensionalen Falles (dies. Zbl. 31, 60) werden nun 
Formeln für die Wahrscheinlichkeit dafür angegeben, daß unter n, in einem zwei- 
bzw. dreidimensionalen Bereich mit gegebenem Inhalt willkürlich verteilten Punkten 
'  k durch einen inneren Bereich von gegebener Größe, Gestalt und Orientierung, 
sonst aber beliebiger Lage überdeckt werden. Und zwar genaue Formeln für Par- 
allelogramme und Dreiecke bzw. Parallelepipede, Tetraeder und Prismen mit 
“dreieckiger Grundfläche, bei k = 2 insbesondere Kreise bzw. Kugeln, sowie Nä- 
herungsformeln für Kugeln und regelmäßige Oktaeder als Deckbereiche. 
| 2 Szentmärtony (Budapest). 
Kemperman, J. H. B.: Einige Methoden aus der Sequenzanalysis. Actual. 
Math. Centrum, Amsterdam, Rapport ZW 1949, 009, 9 S. (1949) [Holländisch]. 
The author indicates a method of calculating, by recurrence relations, the 
probability of a random walk reaching a given point, or terminating by crossing 
a given boundary. He treats, in detail, the case where every step is a diehotomy 
and the boundary curves are simple stepfunctions. S. Vajda (Epsom, England). 


Statistik: 

e Baranow, L. von: Grundbegriffe moderner statistischer Methodik. I.: Merk- 
malsverteilungen. Stuttgart: S. Hirzel Verlag 1950. VIII, 112 S. u. 16 Abb. Kart. 
DM 6.—. 

The aim of this book is to supply students of statistical courses on German 
universities with an easy guide to that mathematical knowledge which is necessary 
for the understanding of modern statistical theory and which they may have missed 
in their earlier training. It starts off with a chapter on the notation 2 for sums 
and leads up to the binomial and normal distributions. Readers who need such a 
text-book are apt to be confused by unfortunate slips, of which the book is not free. 
Thus z is wrongly given on p. 69, the table on 72 of the area under the normal integral 
contains a misprint just on the 5% level, an error occurs on the same page in the 
description of Tchebycheff’s inequality and references to tables are often vague and 
inaceurate. Concerning the subjet matter itself,the old eircular definition of pr obability, 
is given without warning (p. 60) and the introduction of fiducial limits is open to 
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serious objections (p. 92). The only chapter of this volume which deals with modern 
methods is the last one on sampling, but a second volume will deal with more _ 
advanced subjects. (Thenames of Yule, v. Mises, Bowleyand Bayes are misspelt i 
on pp. 8, 78, 79 and 93 respectively.) S. Vajda (Epsom, England). 


| e Huber, Michel: Cours de statistigue appliquee aux affaires. V: Statistiques 
d’entreprises. (Actual. sci. industr. Nr. 1036.) Paris: Hermann & Cie. 1948. 284 p. 
Der vorliegende Band ist hauptsächlich der Betriebsstatistik im betriebs- 
wirtschaftlichen Sinne gewidmet. Den mathematischen Statistiker wird daher in 
‚erster Linie das der eigentlichen statistischen Fabrikationskontrolle gewidmete 
Kapitel (III E) interessieren und der zugehörige Anhang II, in welchen in sehr 
kurzen Zügen die elementaren Kenntnisse der Stichprobentheorie, Schätzung von _ 
Mittelwert und Streuung aus Stichproben von Meßvariablen, und von Wahrschein- 
lichkeiten aus Stichproben von Alternativen, die wichtigsten Signifikanzteste 
(K. Pearsons y2-, Students t- und Fishers z-Verteilung) skizziert sind. Hier fällt 
auf, daß trotz genauer Aufzählung der Verteilungstabellen von Pearson, Student, 
Fisher, Snedecor die handlichen Diagramme Kollers und Pätaus nicht er- 
-wähnt werden. Auch Walds gerade für dieses Gebiet außerordentlich wichtige 
neue Methode der Sequenzteste findet nur kurze Erwähnung. In den vorwiegend 
wirtschaftlich orientierten Teilen des Buches finden sich praktische Hinweise über 
maschinelle Auswertung, Erfassung von Saisonschwankungen und Trend, Herstel- 
lung von Kontrolldiagrammen nach Shewhart, Sterblichkeitsmessung von Ma- 
terial und Verbrauchsgütern, und vieles andere mehr. Die Ausführungen, die mit 
zahlreichen Beispielen durchsetzt sind, wenden sich offenbar nicht so sehr an den 
kritischen Stochastiker, als an den Praktiker: mit Recht stehen daher nicht mathe- 
matisch-methodische, sondern sachlogische Gesichtspunkte im Vordergrund. 
M. P. Geppert (Bad-Nauheim). 


Kellerer, Hans: Elementare Ausführungen zur Theorie und Technik des Stich- 
probenverfahrens. I. Mitteil.-Bl. math. Statistik, München I, 96—114 (1949). 

Mit diesem Aufsatz beginnt Verf. eine Artikelserie, die dem mit dem heutigen 
Stand der mathematischen Statistik nicht ganz vertrauten Leser in elementarer 
"Weise die Grundzüge der modernen Stichprobenverfahren aus endlichen Grund- 
gesamtheiten erklären soll. Verf. behandelt zunächst die Zufallsauswahl aus einer 
N-gliedrigen Grundgesamtheit mit Mittelwert M und Streuung s, sodann geschich- 
tete Auswahlverfahren aus einer ebensolchen Gesamtheit, diesich aus k N ‚gliedrigen 
„Schichten“ mit Mittelwerten M, und Streuungen s, zusammensetzt. Im Falle 
zufälliger Auswahl der n-gliedrigen Stichprobe werden die bekannten Formeln für 
die Varianz des Stichprobenmittelwertes, 02, 


®=2(N—nn(N—1)=s2-.(N—n/N (n—1), 


wo s, der Mittelwert der Varianzen aller n-gliedrigen Stichproben ist, an Modell- 
beispielen hergeleitet, sodann die Rolle der asymptotisch geltenden Normalvertei- 
lung bei der Schätzung des Kollektiv-Mittelwertes auf Grund der Stichprobe er- 
läutert und die Überlegungen auf die Schätzung einer unbekannten Merkmals- 


häufigkeit im Kollektiv an Hand einer Stichprobe angewandt. Beim geschichteten 
j ‘ eh k k 

Auswahlverfahren wird die Varianz der Schätzung m = N m,N, | > N, des Mittel- 

1 1 


k 
L BERN AN 22 NAT H Ä Sr 
wertes M, 0? — N N; (N,— n,))[N®n,(N,— 1), bekanntlich zum Minimum, wenn 


die n3 proportional s? N?/(N,— 1) sind (optimale Schichtung, optimum allocation). 
M. P.Geppert (Bad Nauheim). 


Grubbs, Frank E.: Sample eriteria for testing outlying observations. Ann. math. 
Statist., Baltimore Md. 21, 27-58 (1950). 


 .% 
\ 


u 


Nach einer historischen Skizze der mannigfachen, von den verschiedensten 
Autoren vorgeschlagenen statistischen Kriterien über die Notwendigkeit oder Be- 
rechtigung der Ausschaltung extremer „Ausreißer“ empfiehlt Verf. zur Beantwortung 
dieser Frage den Quotienten 

"n! N 
SEHE E (2,8 > (,—3%? =1—T2/(n—1), 
‚=i i=1 


wo 2, S%S''':<z, die geordnete Stichprobe, £ deren Mittelwert, 


n—1. 
%,= 2 z/(a—1, T,=(,—%)js mit 2 = S2/n 
A! 


die von E. Pearson und C. Oh. Sekar [Biometrika 28, 308—320 (1936); dies. Zbl. 
15, 262] für diesen Zweck verwendete „studentisierte‘“ extreme Abweichung ist, 
und x, der zu beurteilende Ausreißer ist. Unter der Annahme eines mit Mittelwert 0 
und Streuung o normal verteilten Kollektivs leitet Verf. mit Hilfe einer Helmertschen 


Orthogonaltransformation oeViü— 1): Men‘ En Kb ee RZ 


auf mühsamerem Wege bereits von A.T. McKay Ta 27, 466—471 (1935); 
dies. Zbl. 13, 30] gewonnene Verteilungsfunktion F,(u) von u, = (2,—&)/o ab 


die uw 


und yhbuliert: dieselbe ausführlich. Die Rechnung führt auf das Funktionensystem Dr 


® 


, — Yn j exp [—1?/2n(a—1)] Z,.,(Ö di/V rn — en RN 


welches bis auf a hnle Faktoren sich mit dem bei H. J. Godwins [On the 


distribution of the estimate of mean deviation obtained from samples from a normal 


population. Biometrika 33, 254—256 (1945)] Untersuchung der Verteilung der 
durchschnittlichen Abweichung in Stichproben auftretenden deckt. Aus der Simul- 
tanverteilung der 73, . . ., Am 


dF (N, - . :, 7) = n!exp - ze] A, Na, 


gewinnt Verf. mittels Einführung von Polarkoordinaten r, 6,,...,60, sukzessive 
die Verteilungsfunktion von 82/8? — sin?6,, nach der für die Signifikanzgrenzen 
& = 0,01; 0,025; 0,05; 0,1 für n—=3,4,...,25 die kritischen Werte von 82/8? 
tabuliert werden. Entsprechende Kriterien werden konstruiert zur eventuellen Aus- 
schaltung der beiden größten Werte sowie derjenigen des größten und kleinsten 
Wertes der Stichprobe. M. P. @eppert (Bad-Nauheim). 

Westenberg, J.: A tabulation of the median test for unequal samples. Proc. 
Akad. Wet., Amsterdam 53, 77—82 (1950). 

Werden einem Kollektiv unabhängig voneinander zwei Stichproben ©,, ©; 
vom Umfange N, bzw. N, entnommen, so ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß die 
Anzahlen der unterhalb des Zentralwertes M,,,der (N, + N,)-gliedrigen vereinigten 
Stichprobe gelegenen Glieder von ©, und ©, sich um 2/l unterscheiden, 

(1 =) a we he 
Sie ist maximal für A= (N — N; )/4, d.h. wenn die Anzahl der zwischen dem 
Zentralwert M, von ©, und Mm, ’ galsgenen Glieder von ©, 6 = (N, — N,)/A +4, 
verschwindet. "Mit Hilfe der obigen Verteilung für ö tabuliert Verf. die An Sieni- 
fikanzniveaux 5%, 4%, - - 1, 1/2%, 1/10% entsprechenden Signifikanzgrenzen 
von |ö|. Der Spezialfall N, — N, wurde vom Verf. bereits frühör behandelt und 
tabuliert (dies. Zbl. 29, 371). M. P. @eppert (Bad-Nauheim). 
Aspin, Alice A.: Tables for use in comparisons whose aceuracy involves two 
a separately estimated. Biometrika, Cambridge 36, 290—293 (1950). 

Welch, B. L.: Further note on Mrs. Aspin’s tables and on certain approximations 

to the tabled funetion. Biometrika, Cambridge 36, 293—296 (1950). 
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Für die Beurteilung einer Stichproben-Schätzung y eines Kollektivparameters7 
unter der Voraussetzung, daß ihre Varianz eine lineäre Funktion von mehreren 
voneinander und von y unabhängigen Kollektivvarianzen (24,07) sei, daß in den 
Kollektiven Normalverteilung herrsche, und daß die Varianzen 07 jeweils mit f; 
Freiheitsgraden durch die Stichprobenvarianzen s,; geschätzt werden, hat B.L. 
Welch [Biometrika 29, 350—362 (1938); dies. Zbl. 18, 226 und dies.-Zbl. 29, 408] 
Konfidenzgrenzen der Variablen v = (y-n)IVE A,sj mittels Potenzreihenent- 
wicklung bestimmt. Für den Spezialfall von zwei Varianzen, der u.a. mit 
ya, h=m- bo h=m—L A=1n, A=1/n, die Prüfung‘ der 
Differenz der Mittelwerte von 2 aus 2 normal verteilten Kollektiven mit verschie- 
denen Streuungen entnommenen Stichproben umfaßt, tabuliert Verf. für die beiden 
Signifikanzgrenzen e — 0,05 bzw. 0,01 die der Gleichung 
Pr lv—nIyA, 2+%3 >vfh fo A s/(Aist +4, 5), &] = 
genügenden kritischen Werte vin Abhängigkeit von fj, fund c — A, s?/(A, $? +4, 8). 
‚— Im Anhang untersucht B.L. Welch in Spezialfällen durch mühsame Quadra- 
turen die Auswirkung der Abrundungen in Aspins Tabellen; als Näherungsmethode 


> wird für die Fälle, in denen Aspins Tabellen nicht ausreichen, empfohlen, den kri- 
tischen Wert v in Students i1-Tafel mit F Freiheitsgraden abzulesen, wo 


am cf (Ch 2 cA)/fa. M. P. Geppert (Bad-Nauheim). 


Shenton, L. R.: On the effieieney of the method of moments and Neyman’s type 
A distribution. Biometrika, Cambridge 36, 450—454 (1950). . - 

Mit Hilfe der von R. A. Fisher [The negative binomial distribution. Ann. 
Eugen., London 11, 182—187 (1941)] auf Kovarianz- und Informations-Matrizen 


aufgebauten Bestimmung der Effizienz der Momentenmethode im Falle negativer 


Binomialverteilung untersucht Verf. die Effizienz der Momentenmethode für die 
"Schätzung der beiden Parameter m,, m, der von J. Neyman '[Ann. math. Statist. 
10, 35—57 (1939); dies. Zbl. 20, 382] stammenden „Typ A“-Verteilung: 


& . Se . 
PR, = (ea mzrc = mi ee RN 


Durch Multiplikation der Determinante der Kovarianzmatrix der Schätzungen von 


M,, mM, aus den ersten beiden Stichprobenmomenten, A, = m my, A, = m, m, (1 m,), 


var m, cov. (m, M,)| A 
COV (M}, M,) VAL Mg | 


tr (UF me)? 4 2m, (1 + m,)?} /n? my, 


mit.der Determinante der Fisherschen Informationsmatrix, 


ee Pr) a P.\) 


om? om, om 
T 1 PARZ 


GN 0? In Fe) 
| (oem) ? B( om}; 


mit D=E{(x +1)? P}.1/P2%}, zu dessen Bestimmung die zur Verteilung P, ge- 
hörenden Orthogonalpolynome herangezogen werden, ergibt sich der reziproke Wert 
der Effizienz der Parameterschätzung nach der Momentenmethode zu: 


VE >1-+ 4m, (1+ ms) [1 + m, (1 + m,) (4 + m,)]?: 

[12 + 12m, + 6m} + 2m; + m, (48 + 144m, + 144m$ + 80m} + 25m; + 2m}) 

+ 24m] (1 + my)? (2 + 2m; + md) + 12m} (1 + m,)®}: 

An einem Zahlenbeispiel (empirische Verteilung nach O. Lundberg) werden die 
Ergebnisse illustriert; die beiden durch Schätzung der Parameter m,, m, nach der 
Momentenmethode bzw. nach dem Maximum-likelihood-Prinzip gewonnenen Aus- 
gleiehungen der Verteilung durch eine Neyman-Type A-Kurve werden mittels 
y2-Test verglichen. M. P. Geppert (Bad-Nauheim). 


— {(1+m,) P—m ma (m} + m, m; + ms)}|m, m} 


| 213. 
e Shenton, L.R.: Maximum likelihood and the effieieney of the method of moments. 
Biometrika, Cambridge 37, 111—116 (1950). 
IE P(&;6,,...,6,) is the probability of x and q,(8), (8), .... is a system of 
polynomials orthogonal with regard to P, then an expression for the efficieney of 


the estimation of the s parameters by using the first s sample moments, given by 
R. A. Fisher [Ann. Eugen. 11, 182—187 (1941)] can be written as follows 


1 0, ---00,\2| & 
59 ee Zn Bl. 
Here ®, =/E Pdx, u, is the r-th moment of P and (,, is defined by 
Ol 
| 20, 08 = ®, Gy; 


‚All terms of this series are positive and a lower bound of 1/E, can therefore be found 
from the first few of them. A detailed illustration is given for 


DER na e (0, n — x — 1)r ) 

Bi2.07, 0,) (2) (0, r x 1)‘ ) dB, ine) 
with given integer n. S. Vajda (Epsom, England). 
‚ Diananda, P. H.: Note on some properties of maximum likelihood estimates. 
Proc: Cambridge phil. Soc. 45, 536--544 (1949). b 

Sei f(x,a)d& eine in — © <x<o0 erklärte Verteilung von x und &, der 
‚wahre Wert des unbekannten Parameters x. Verf. stellt hinreichende Bedingungen 
auf dafür, daß die Maximum-likelihood-Schätzung von &, die von R. A. Fisher 
[On the mathematical foundations of theoretical statisties, Philos. Trans. R. Soc. 
London A 222, 309—368 (1921)] definierten Eigenschaften der Konsistenz und 
asymptotischen Normalität sowie Eindeutigkeit aufweise; und zwar werden Bedin- 
gungen für Konsistenz, für Konsistenz und asymptotische Normalität sowie für 
Konsistenz der eindeutigen Lösung und asymptotische Normalität angegeben. Ver- 
gleich der Resultate mit den von H. Cramer (Mathematical methods of statistics, 
Princeton 1946) angegebenen hinreichenden Bedingungen erweist letztere als enger. 

M. P.Geppert (Bad-Nauheim). 

Vaart, H. R. van der: Some remarks on the power funetion of Wileoxon’s test 
for the problem of two samples. I. Proc. Akad. Wet., Amsterdam 53, 494—506, 
Indag. math., Amsterdam 12, 146—158 (1950). 

Wilcoxon [Biometries 1, 80—83 (1945)] has devised a non-parametric test 
for the equality of two continuous distribution functions F(x) and @(x), based 
on two samples of equal size. Mann and Whitney have generalised it for unequal 
sizes [Ann. math. Statist. 18, 50—60 (1947)]. If the observations are %,,.. ., % 
and %,..-.,Y, respectively, and x, = y, for every pair (t, 5), then the test depends 
on the number of pairs (ti, 5) for which &, >y;. Assuming that F(x) and @(x®) 
have continuous derivatives, the author derives the power function of this test for 
the alternatives @(z) = F(x— u), with either « >0 or «u. <0. He proves, that 
the test is unbiassed. When F(x) is the normal distribution, then the test can be 
compared with the t-test and illustrative caleulations suggest that the difference 
of powers is small. S. Vajda (Epsom, England). 

Vaart, H. R. van der: Some remarks on the power funetion of Wileoxon’s test 
for the problem of two samples. II. Proc. Akad. Wet., Amsterdam 53, 507—520, 
Indag. math., Amsterdam 12, 159—172 (1950). 

The investigation decribed in the pree. rev. is extended to two sided alter- 
natives. In this case the test is not necessarily unbiassed for any F (x). A comparison 
with Student’s t-test is again illustrated by examples. S. Vajda (Epsom, England). 

Walsh, John E.: On the power funetion of the „best“ t-test solution of the 
Behrens-Fisher problem. Ann. math. Statist., Baltimore Md. 20, 616—618 (1949). 
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the t-distribution; Ann. math. Statist. 14, 35—44 (1943)] wies nach, daß hierfür 


a u] BE 
{ N 


‚folgenden Parameter i der Zähler auf der Differenz der Stichprobenmittelwerte 


’ 
Beim Behrens-Fisher-Problem handelt es sich darum, aus zwei Stichproben von 4 

den Umfängen m <n auf die Differenz der Mittelwerte a,, a, zweier normal ver- 
teilter Kollektive zu schließen, wobei das Verhältnis von deren Varianzen o?, 0 
unbekannt ist. H. Scheff& [On solutions of the Behrens-Fisher problem based on 


einem t-Test optimale Eigenschaften zukommen, wo in dem der Student-Verteilung 


fußt und der Nenner auf der Quadratwurzel aus einer der %?-Verteilung mit m — 1 
Freiheitsgraden folgenden Funktion der beiden Stichprobenvarianzen. Verf. ver- 
gleicht diesen Test mit dem leistungsfähigsten (most powerful) t-Kriterium für die 

gleiche Mittelwertshypothese bei gegebenem 07/03, bei welchem der Zähler von t 
wieder auf der Differenz der Stichproben-Mittelwerte, aber der Nenner auf der 
Quadratwurzel aus einer der %?-Verteilung mit m +n— 2 Freiheitsgraden fol- 
genden Funktion der Stichprobenvarianzen und des Verhältnisses 02/03 beruht, und 
berechnet hierzu die von ihm (dies. Zbl. 33, 76) definierte relative "TLeistungstähig- . 
keit (power-efficiencey) des ersten Kriteriunis, d.h.die Zahl r, für welche der erste 
Test bei zwei Stichproben vom Umfange m, n näherungwseise die gleiche Leistungs- 


fähigkeit hat wie der zweite Test bei Stichproben vom ‚Umfange mr,nr. Geppert. 


Walsh, John E.: On the best choice of sample sizes for a t-test when the ratio 
of variances is known. J. Amer. statist. Assoc. 44, 554—558 (1949). 

Nach H. Scheffe [On solutions of the Behrens-Fisher problem based on the 
i-distribution, Ann. math. Statist. 14, 35—44 (1943)] fußt der leistungsfähigste 
(most powerful) einseitige bzw. symmetrische Test zum Vergleich der Mittelwert- 
differenz zweier Normalverteilungen unbekannter Varianzen, aber bekannten Ver- 
hältnisses derselben (0 — 02/03), mit einem hypothetischen Wert D, auf dem der 
Studentschen t-Verteilung mit n +m— 2 Freiheitsgraden folgenden Parameter 


E—= (#— 9—D,) :Y(n+m— 2)/(Ofn + 1/m)/VZ (2, — 22/0 +2 (9, — 9), 
wobei %, 4 die Mittelwerte der Stichproben z,,...., x, bzw. %,, . . ., %„, sind. Verf. 
nimmt an, daß nach irgendeinem praktischen Gesichtspunkt mehrere Wertepaare 


 (n, m) der Stichprobenumfänge gleich geeignet erscheinen, und zeigt, daß für das- 


jenige Wertepaar (n, m) der obige einseitige Test mit Signifikanzniveau x bzw. 
symmetrische Test mit Signifikanzniveau 2x näherungsweise am leistungsfähigsten 
ist, für welches (O/n + 1/ Im R3I2 (R + m— 2)] ein Minimum ist, wo 


h e #12 de/VY2 m — &. 
Rx 


Der Beweis beruht darauf, daß die Leistungsfähigkeit (power function) des obigen 
zur Prüfung von u —» <_D, dienenden Tests näherungsweise gleich 

IN K,+(D,-u-+>) )Y1— K2]2(n + m—2 )/Yo?In 4 o3/my 
ist, wo u, » die Kollektiv-Mittelwerte und 


ae “ ee da/V2r 


bedeuten. M. P. Geppert (Bad-Nauheim). 

Anscombe, F. J.: Large-sample theory of sequential estimation. Biometrika, 
Cambridge 36, 455—458 (1950). 

Sei 6 der Mittelwert und »(9) die Varianz eines Kollektivs. Zur Schätzung 
von 9 wird ein Sequenztest durchgeführt, bei dem die Anzahl m der Proben 
21,29, ... solange vermehrt wird, bis — etwa, Bi m = n — erstmalig für die 
Summe derselben Ze, Fa team ) (bzw.<k(m)) gilt. d.h. der 
„Probenpfad“ Z,, die Schranke k(m n er en Shen nn zeigt, daß dann 


die Schätzung 6 = k(n)/n unter bestimmten Voraussetzungen für großes n asym- 
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ptotisch Eier verteilt ist mit Mittelwert 9 und Varianz v( (O)/n., wo k(n,) =®- N, 
gilt. Ist die Varianz a? bzw. der Variationskoeffizient b? dieser Schätzung Vor- 
gegeben, so bestimmt sich die ne y=k(m) des Senmonstesten aus 
v(y/m) = a?m bzw. m v(y/m) = b?% y%. Verf. diskutiert die hieraus sich ergebenden 
Schranken k(m) für folgende Fälle: SB v(0)=v; 2. Poisson-Verteilung, also 
v(6) = 6; 3. Pearson-Typ III-Verteilung der Varianzschätzung aus nömmalan Po- 

pulation at Grund von » Freiheitsgraden, also’ v(0) = 202/v; 4. Binomial-Vertei- 
lung, also v(0) = 0(1—9). M. P. Geppert (Bad-Nauheim). 

Wold, H.: A large-sample test for moving averages. J. R. statist. Soc., London, 
Ser. B11, 297—305 (1949). 

Let Ei ,»t=1,2,...T be the deviations of the terms of a given time series 
from its mean. The problem i is to test that &(t ) is a moving average 


Erbe nk— dr +bntd—h) 
with un independent »(t) and an values 9% =1, 0,::.3% #0, 


ı=:'''=0 for the serial correlation coeffieients. Conditions which the 0, must 


On+ 

fulfil to be such cdefficients are known from earlier work of the Au. The test 
is derived from an Srthogonalisation of K. Pearson’s test for correlated variables 
apdl is based on the fact that, if the hypothesis is correct, 


s—h ‚ 2 


Sm 993 
Se] 8 BETTER 
IE ER. ee INS 


follows a x? distribution with n degrees of freedom, where the rs are the sample 


values of the correlation coefficients and the (triangular) matrix {z,,.} = {y,,.}! 
is defined by 


L Ze Se {Yunk Wıryr: 


As the Au. points out, the test does not distinguish between the various moving 
averages which are based on the same 7(t) and have thesameos. Illustrative examples 
are attached. S. Vajda (Epsom, England). 


Levinson, Norman: A heuristic exposition of Wiener’s mathematical theory of 
predietion and filtering. J. Math. Phys., Massachusetts 26, 110—119 (1947). 

Die heute N. Wieners The extrapolation, interpolation and smoothing of 
stationary times series with engineering applications (dies. Zbl. 36, 97) als Anhang 
zugefügte Note gibt noch immer eine gute Einführung in die — zur Zeit ihres Er- 
scheinens noch unveröffentlichte — Wienersche Theorie der linearen Vorhersagung 
und Filtrierung. Sie behandelt formal, aber die springenden Punkte klar aufweisend 
und legitim überwindend folgende Frage: Wie muß bei bekannten Selbst- bzw. 
gemischten Korrelationsfunktionen p, y bzw. y von f(t) und g(t) die Kernfunktion 
K(t) bestimmt werden, Ha 


[6.) 2 
lim 2 Le (Da Beh ft—r)K(r)dr| dt 
seinen Kleinstwert annimmt? Für h=0 ist dies eine Frage der besten linearen 
Filtrierung, für Ah >0 und g(t) = f(t), jene der besten linearen Vorhersagung. 
Beide spielen bekanntlich sowohl in der Statistik — für Folgen vgl. bereits A. Kol- 
mogoroff: Interpolation und Extrapolation von stationären zufälligen Folgen 
[Bull. Acad. Sei. USSR, Ser. math. 5, 3—14 (1941) ;dies. Zbi. 24, 159] — als auch in der 
Nachrichtentechnik eine ee Rolle. — Die Untersuchung führt auf die 


Integralgleichung (t = p(t—r) K(r) dr—=0. Sie ist zwar vom Faltungstyp, 


kann aber wegen #(t—r) en 0 für —-r<0O mit Fourierscher Integraltrans- 


We: 
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formation nicht gelöst werden. Zu diesem Zwecke wird erst das Faltungsproblem { 


-/ Y5(T) pyı(t— T) dr 


. mit y,(t) bzw. y;(t) = 0 für t< Be >0 und das Darstellungsproblem 


0 
ed) =. fat m Yale) dr 
— 0 
gelöst. So gelangt man dann zu u der Fourierschen Transformation u zu- 


gänglichen Gleichung a(t + h) — ı v(t— s) K(s) ds = 0. SEN nn, 


Theil, H.: A rank-invariant method of linear and polynomial regression analysis. 
I. Proc. Akad. Wet., Amsterdam 53, 386—392; Indag. math., Amsterdam 12, 
85—91 (1950). x a 

Let 2... %5 91: : » 4, be a sequence of observations and let 2, = &,;,+ u, 
y,=n+%=6,+ w,+ v, where the w, v,and w, are random Yarisbles and the 
relation 0, = a,+ a,&, holds exactly. The w, are the „true deriations from linea- 
rity‘ and ihe u,and v,are „errors of observ. alone . The author de sermines confidence 
intervals for Ag and a, under certain conditions concerning the,distribution of the 
random variables. Two methods are given: the ‚„incomplete‘“ method uses the ranks 
of the expressions (,.— Yı)/(&n,yi— &) fri=1,2,...,n, with n, = n— [n/2] 
and assumes that the probability of —a,u, +v, + w, <—QU,,15 4 Ynızs F Wnıti 
equals 4; the ‚„complete‘‘ method uses all the statisties (y,— 4,)/(2,— %,) and 
makes the (stronger) assumption that all —a, u, +v,+ w, have identical distri- 
bution functions. 8. Vajda (Epsom, England). 

Theil, H.: A rank-invariant method of linear and polynomial regression ana- 
lysis. II. Proc. Akad. Wet., Amsterdam 53, 521—525; Indag. math., Amsterdam 
12, 173—177 (1950). 

Extension of the results described in the pree. rev. to more than two variables. 
Both methods are generalised and an illustration for the case ofthree variables is 


 attached. S. Vajda (Epsom, England). 


Hemelrijk, J.: On the determination of confidence intervals and estimators for 
the eoeffieients of a straight line, given a number of inaceurately observed points. 
Actual. Math. Centrum, Amsterdam, Rapport ZW 1949, 013, 39 p. (1949) [Hol- 
ländisch ]. 

Expository review of methods of estimating regression coefficients and coordi- 
nates when one or both variables are subject to errors of observation. The author 
covers some ground previously dealt with by Wald [Ann. math. Statist. 11, 284— 


‚300 (1940); this Zbl. 23, 344] and Lindley (this Zbl. 31, 172) and mentions more { 


recent work by Housner and Brennan (this Zbl. 32, 45), Bartlett [Biometrics 5, 
207—212 (1949)], Hemelrijk [Proc. Akad. Wet. Amsterdam 52, 995—1005 (1949)] 
and Theil (see the prec. reviews). S. Vajda (Epsom, England). 

Johnson, Palmer 0.: The quantification of qualitative data in diseriminant 
analysis. J. Amer. statist. Assoc. 45, 65—76 (1950). 

Die von R. A. Fisher (Statistical methods for research workers, 10. Aufl., 
London 1948, $49. 2,3) und Kh. Maung [Diseriminant analysis of Tocher’s eye- 
colour data for Scottish school children, Ann. Eugen. 11, 64—76 (1941)] stammende 
Ausdehnung der Diskriminanten- Analyse auf qualitative Daten wird vom Verf. 
auf ein in der Psychologie häufig a etendes Quantifizierungsproblem angewandt. 
In q verschiedenen ao G=1,2,...,g) erhalten p Individuen @=1,2,...,p) 
Beurteilungen, die einem DET ordnungsfähigen Merkmal mit m Klassen 
= 1,2,...,m) entsprechen. Sei a,,, die Anzahl der Beurteilungen £ bei Indi- 
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RR 4 so sind den m Beurteilungen 1,...,t,...,m Zahlenwerte k, so zuzu- 


ordnen, daß der in der Varianzanalyse auftretende Quotient 


0= 8,85, - ER MEER, A) 


ein Maximum werde, wo 


7 eu, y' ee N 
I _ Kan, Ku = kya,.n:, 


X = Ska 
t 


die für ein Fach und Individuum bzw. für ein Individuum in allen Fächern bzw: 
für alle Fächer und Individuen gebildeten Mittelwerte der Variablen %k, bedeuten. 
Hierzu wird eine sich aus der mit den Koeffizienten der k, in S, und S, gebildeten 
(m — 1)-reihigen Determinante ergebende Gleichung (m — 1)-ten Grades in 0 gelöst 
mittels Fishers Methode der dividierten Differenzen. Nach Fisher wird die Ge- 
nauigkeit der auf diesem Wege erzielten Koeffizienten k}, .. ., k,, kovarianzanalytisch 
geprüft durch Vergleich mit einem speziellen Bewertungssystem. M. P. @eppert. 


Bartlett, M. S.: Periodogram analysis and continuous spectra. Biometrika, RI 


Cambridge 37, 1—16 (1950). 

“' Das Problem der Erforschung von Periodizitäten in Zeitreihen wird im Lichte 
der Theorie harmonischer Analysen stationärer stochastischer Prozesse betrachtet. 
Bei Reihen mit kontinuierlichen Spektren führt die klassische Periodogrammanalyse 
oft zu unbrauchbaren und mißverständlichen Werten. Eine Methode der Glättung 
von Periodogrammen mit Hilfe von Autokorrelationen wird theoretisch begründet, 
in Hinsicht auf asymptotische Eigenschaften diskutiert und numerisch auf künst- 
liche Reihen sowie auf Wolfers Sonnenfleckenrelativzahlen angewandt. : Stumpff. 


e Happach, V.: Ausgleichsreehnung. Ein Lehrbuch der Fehlerausgleichung nach 
der Methode der kleinsten Quadrate in Wissenschaft und Technik. 2. Aufl. (Teubners 
Mathematische Leitfäden Bd.18.) Leipzig: B. G. Teubner Verlagsgesellschaft 
1950. 104S. u. 26 Abb., kart. DM 6,20. ri 


/erf. hat sich in vorliegender Neubearbeitung ebenso wie in der 1. Auflage das Ziel gesetzt, 
die Anwendungsmöglichkeiten der Ausgleichungsrechnung in den verschiedenen Gebieten der 
Meßtechnik aufzuzeigen und zugleich dem Ingenieur, der exakte technische Messungen vorzu- 
nehmen hat, eine leicht verständliche Einführung in diesen Zweig der angewandten Mathematik 
zu geben. Da das Buch praktischen Zwecken dienen soll, wird von der Theorie nur so viel ge- 
bracht, wie zum Verständnis der angewendeten Formeln nötig ist und das Hauptgewicht auf 
durchgerechnete Beispiele gelegt. Nach einleitenden Bemerkungen über das Wesen der Beob- 
achtungsfehler, die gebräuchlichen Fehlermaße und das Gaußsche Verteilungsgesetz für zu- 
fällige Fehler wird im Abschnitt ‚‚Fehlertheorie‘‘ gezeigt, wie die Auswirkung eines Meßfehlers 
auf das Ergebnis bei nichtlinearem Zusammenhang durch Differentiation oder bei tabulierten 
Funktionen mit Hilfe der Tafeldifferenzen gefunden werden kann. Die Berechnung des mitt- 
leren Fehlers einer Funktion von mehreren unabhängigen Messungsgrößen nach dem sog. Fehler- 
fortpflanzungsgesetz wird an etwa 20 verschiedener. Aufgaben aus Elektrotechnik, Mechanik 
und Geodäsie vorgeführt. Weitere Beispiele erläutern den Begriff des Gewichts einer Beob- 
achtung und den Zusammenhang zwischen dem Gewicht und dem mittleren Fehler. In dem 
Abschnitt „‚Fehlerausgleichsrechnung‘“ wird zunächst das Rechenverfahren für vermittelnde 
Beobachtungen gleicher Genauigkeit in allgemeiner Form entwickelt und dann der spezielle Fall 
direkter Beobachtungen gesondert betrachtet. Die erhaltenen Formeln werden durch Einführung 
von Gewichten für Beobachtungen ungleicher Genauigkeit verallgemeinert. Einige numerische 
Beispiele veranschaulichen den Rechengang. Die häufig vorkommende Aufgabe, in einem all- 
gemeinen analytischen Ausdruck für die gegenseitige Abhängigkeit mehrerer meßbarer Größen die 
günstigsten Werte der Koeffizienten durch Ausgleichung aus überschüssigen Messungen her- 
zuleiten, wird eingehend behandelt und mit sehr instruktiven Beispielen aus verschiedenen Ge- 
bieten der Meßtechnik belegt, wobei auch die für lineare Zusammenhänge vorteilhafte graphische 
Methode Berücksichtigung findet. Ein der Meteorologie entlehntes Beispiel zeigt die Darstellung 
von Beobachtungen mit periodischem Charakter durch eine Fouriersche Reihe. Über die An- 
wendung der Ausgleichsrechnung auf die trigonometrische Punkteinschaltungen konnte natur- 

emäß nur ein kurzer Überblick gegeben werden. Bemerkenswert sind die vom Verf. entworfenen 
Fluchtentafeln zur Ermittelung der Elemente der Fehlerellipse. Das für die Ausgleichung eines 
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Rückwärtseinschnitts angewandte Verfahren ist insofern nicht korrekt, als die Orientierungs- 
unbekannte außer acht gelassen wurde. Außerdem stellt der Schwerpunkt der Schnitte in der 
fehlerzeigenden Figur im allgemeinen nicht die günstigste Punktlage dar; die darauf gegründete 
Fehlerberechnung ist jedenfalls völlig irreführend. Zum Schluß wird eine Zusammenstellung 
der Formeln für die Ausgleichung nach bedingten Beobachtungen mit einem vollständig durch- 
gerechneten Beispiel gegeben. — Durch die geschickte Auswahl des Stoffes ist es dem Verf. 
zweifellos gelungen, die Ausgleichsrechnung einschließlich der Fehlertheorie aus dem engen 
Rahmen speziell geodätischer Anwendungen herauszuheben. Leider sind neken einer Reihe von 
‚Irrtümern im Text bei der Durchrechnung der Beispiele verschiedentlich Fehler unterlaufen. 
’R Man vermißt u. a. die Berechnung des mittleren Fehlers einer Funktion der ausgeglichenen 
Größen. Es hätte auch zum besseren Verständnis beigetragen, wenn die recht einfache Her- 
leitung des grundlegenden Fehlerfortpflanzungsgesetzes den Anwendungen vorangestellt worden 
; wäre. Dem Leser wäre dann klar geworden, daß dieses Gesetz nur für das Zusammenwirken 
voneinander abhängiger Einzelfehler gültig ist. Verf. selbst wendet das Fehlerfortpflanzungs- 
gesetz unbekümmert auch da an, wo diese wesentliche Voraussetzung nicht erfüllt ist, so 2. B. 
h bei der Berechnung des mittleren Fehlers einer Funktion von ausgeglichenen Größen (S. 70) 
und bei der Herleitung eines mittleren Fehlers für eine Summe von ausgeglichenen ‚Größen, 
die durch die Ausgleichung streng erfüllt wird (S. 79), ohne die im letzteren Fall offensichtliche 

Sinnwidrigkeit des Ergebnisses zu bemerken. W. Hofmann (Bonn). 


Biomathematik. Versicherungsmathematik. Finanzmathematik : 


TUR e Finetti, Bruno de: Conferenze sulle probabilita e VPassieurazione. (Quaderni 
W dell’Istituto per gli studi assicurativi, Nr. 5a.) Trieste: Edizione dell’Istituto per 
gli studi assicurativi, 1950. XXXIX, 103 8. 
Abdruck von 3 zusammenhängenden Vortragsreihen, die Verf.in den Jahren 1945, 1946 
und 1947 am Triestiner Institut für Versicherungswissenschaftliche Studien gehalten hat. Zu- 
N“ ‚ nächst unter dem Gesamttitel „Mathematische und statistische Grundlagen der Versicherungs- 
2 technik“ zwei Vorträge über „Wahrscheinlichkeit und Begriff der Versicherung‘ und ‚„Wahr- 
0 scheinlichkeit und Probleme der Versicherung‘, anknüpfend unter dem Gesamttitel ‚Technik 
und Lebensversicherungen“, zwei „Vorträge über Probleme hei Beginn der Versicherung“ und 
„Probleme im Verlauf der Versicherung‘. In dem ersten der genannten Vorträge unternimmt 
\ Verf. einen geistreichen Streifzug durch die philosophisch-erkenntnistheoretischen Grundlagen 
des Zufalls- und Wahrscheinlichkeitsbegritfes und durch die historische Entwicklung vom 
unbedingten Determinismus und Kausalitätsprinzip zum Verzicht auf dieselben und zur indeter- 
ministischen Deutung der Naturgesetze. Verf.lehnt den objektiven, letzten Endes auf der 
Frequenz beruhenden Wahrscheinlichl eitshkegriff als den praktischen Anwendungen gegenüber 
i zu eng ab und tritt für den subjektiven Wahrscheinlichkeitsbegriff als einzige der Problematik | 
| der Versicherung adäquate Grundlage ein. In diesem Sinne und mit diesem Ergebnis erörtert | 
| Verf. im folgenden Vortrag die Anwendbarkeit der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die Lebens- 
versicherung und untersucht hierzu die Gültigkeit der drei der stochastischen Versicherungs- 
mathematik zugrunde liegenden Postulate: gleiche Sterbenswahrscheinlichkeiten für alle Gleich- 
altrigen, gegenseitige Unabhängigkeit derselben, Bestimmbarkeit der Wahrscheinlichkeiten aus 
beobachteten Häufigkeiten. Auf dieser Grundlage werden in den letzten zwei Vorträgen die 
Prämienberechnung für die Haupttypen der Lebensversicherung und die Grundzüge des dyna- 
mischen Aspektes der Lebensversicherung dargestellt, d.h. Deckungskapital, Zerlegung der 
Prämie in Spar- und Risikoprämie, Bilanz, Gewinn- und Verlustrechnung, Storno, Reduktion 
und Rücklauf, Rückversicherung. Diese skizzenhaften, elementar gehaltenen Andeutungen, in 
denen sorgfältig jeder Gebrauch von Formeln vermieden und durch eine sehr anschauliche 
geometrische Darstellung ersetzt ist, werden in zwölf weiteren Vorträgen vertieft, die sich be- 
fassen ınit Wahrscheinlichkeitsrechnung: 1. Grundkenntnissen, 2. bedingten Wahrscheinlich- 
keiten, 3. Zufallsvariablen, 4. wiederholten Versuchen, 5. Wahrscheinlichkeit und Häufigkeit, 
6. Induktionsschluß; Versicherungsrechnung: 7. Äquivalenzprinzip, 8. technischen Grundlagen 
9. Berechnungsmethoden, 10. Prämienreserven, 11. Risiko- und Sparprämien, 12. Unkosten- 
zuschlägen. Ausgehend vom subjektiven Begriff der Wahrscheinlichkeit als Wettquote, erörtert 
Verf. in 1. den Additionssatz und seine Folgerungen für symmetrische Wahrscheinlichkeiten 
und gibt die Grundregeln der Kombinatorik. In 2. werden Divisions- und Multiplikationssatz, 
stochastische Unabhängigkeit, Theorem von Bayes, in 3. (in anschaulicher mechanisch-geonetri- 
scher Deutung) Wahrscheinlichkeitsdichte, Zufallsvariable, Erwartungswert, mittlere quadratische 
Abweichung, Bienayme-Tschebyscheffsches Lemma, E(x + y), (x + y), in 4. Bernoullis 
Urnenschema, Binomialverteilung, Bernoullisches Theorem, Gesetz der großen Zahlen mit Hilfe 
didaktisch sehr glücklicher graphischer Darstellungen behandelt. 5. ist den bekannten Fehl- 
anwendungengewidmet, wie Spielsystemen, die die im Bernoullischen Urnenschema vorausgesetzte 
Konstanz, also Unabhängigkeit der Wahrscheinlichkeit außer acht lassen, 6. dem Rückschluß 
yon einer Häufigkeit auf die unbekannte Wahrscheinlichkeit im Bayesschen Sinne. 7.—12, geben 
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| seinen ausführlichen Abriß des in den Überschriften gekennzeichneten Gebietes wieder, wobei 
, weitgehend Veranschaulichungen herangezogen sind. M. P.Geppert (Bad N auheim). 

Leslie, P.H.: On the distribution in time of the births in successive generations. 
-J. R. statist. Soc., London, Ser. A 111, 44—53 (1948). 

Die Frage nach der zeitlichen Vorige der jährlichen Geburten sich selbst 
erneuernder Aggregate i in sukzessiven Generationen hat A. J. Lotka [The progeny AR 
of a population element, Amer. J. Hyg. 8, 875—901 (1928); The spread of generations, Y 
Hum. Biol. 1, 305320 (1929); Ann. math. Statist. 10, 1—25 (1939); dies. Zbl. 
20, 246; The progeny of an entire population, ibid. 13, 115—126 (1942)] sowohl 
für den Spezialfall, in welchem alle Individuen der 0-ten Generation gleichzeitig 
‚geboren sind, als auch für den allgemeinen Fall einer Anfangsgeneration mit belie- 
biger Altersverteilung beantwortet. Anknüpfend an M.S. Bartletts (Stochastie 
process. Notes of a course given at the University of North Carolina in the Fall 
Quarter, 1946) Behandlung des genannten Spezialfalles vereinfacht Verf. in analoger 
Weise die Diskussion des allgemeinen Falles durch Verwendung von Matrizen und 
Vektoren. M. P.Geppert (Bad-Nauheim). 


Cantelli, Francesco Paolo: Sulle probabilitä di Karup. Atti Accad. naz. Lincei, 
Rend. Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. S. 6, 397—402 (1949). 

Angenommen, /(0) zur Zeit t = 0 vorhandene Individuen können nur durch 
zwei einander ausschließende Ursachen x, ß aus der betrachteten Personengruppe 
ausscheiden, und die mittleren Anzahlen der bis zum Zeitpunkt t ausgeschiedenen 
Elemente seien M,(t) = 1(0) - 9x (t), Ma(t) = (0) - g5(t); dann ist die mittlere Anzahl 
der zur Zeit t Überlebenden, 7 ) = 1(0) — M,(t)— M;(t), bekanntlich darstellbar 
in der Form des Satzes von Sarup 


N t u 
| I(t)/I(0) = exp er ji dM,( ) "exp e J dM35 on). 


Zahlt im Zeitpunkt £ = 0 jedes der /(0) Individuen den Betrag R(0) ein, und wird 
beim Ausscheiden durch die Ursachen « bzw. ß jeweils A(t)- R(t) bzw. B(t) - R(t) 
ausgezahlt, so gilt, wenn Einfachheit halber der Zinsfuß Null angenommen wird, 
für das individuelle Deckungskapital R (t) 


ne 


Lt) -.R(t) = 1(0) - 20 A(u) R(u) dM,( N B(u) R(u) dM; (u), 
' was wiederum mit ' 
R(t)/1(0) : R(0) = exp Ex: [A (s) dM, (s)/l(s) s) dM; (s)/I(s) ) 
' äquivalent ist. Mit Hilfe der obigen en für I(t) ergeben sich für 
1(t)/A(0) — R(O)/R(t) 


' die einander äquivalenten Gleichungen (wie oben Äquivalenz einer Volterraschen 
" Integralgleichung 2. Art mit einer linearen Differentialgleichung 1. Ordnung): 


t 
1(t)/} (0) =exp e Ni — A(s)] dM« (s)/I(s) + [L— B(s)] dMz (s)/l u 
0 
t 


| t . L 
| dt) = 40) — S As) U—Ale)] AM K) — ) 2 (s)- [1 — B(s)] dMz (s)/l (s 
R Ö ) 


die für A(s) = B(s) = 0 als Spezialfall die Karupschen Gleichungen enthalten, 
und die im allgemeinen Falle durch Einführung von 


_ a9: 1 Ale] dM{o)]1l) 10 Bis] AM zo) 
1) 
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in die den speziellen Karupschen Gleichungen streng analoge Form 


t t 
2(0/2.(0) = exp = [ ar, 20) exp e Jar o) 
) 
240) = A(0) — Fat) — Fall) 


übergehen. An Stelle der von Karup geforderten, einschränkenden Voraussetzung _ | 


der Differenzierbarkeit, begnügt sich Verf. mit der Annahme, daß F,(t), Fz(t) von 
beschränkter Schwankung seien. M. P.@eppert (Bad-Nauheim). 
Marschak, Jacob: Rational behavior, uncertain prospeets, and measurabel 
utility. Econometrica, Chicago 18, 111-141 (1950). 
In „Theory of games and economic behavior“ (2. Aufl., Princeton 1947) 


haben J.von Neumann und O. Morgenstern eine lineare Nutzensfunktion für 


„eombinations of events“ (— „prospects‘‘) axiomatisch eingeführt. Verf. gibt für 
diese Nutzensfunktion vier Postulate (die hinreichend sind, aber abgeschwächt 
werden können), die wirtschaftlichem Verhalten entsprechen und deshalb ‚„unmittel- 


bar einleuchten“. Postulat I verlangt (übereinstimmend mit v. Neumann und 


Mor genstern) eine vollständige Ordnung der wirtschaftlichen Wahl; Postulat III 


fordert, daß überhaupt eine Wahl erfolgt; Postulat IV (durch einfache wirtschaft- 


liche Beispiele einleuchtend gemacht) ist die Linearitätsforderung; Postulat II 


schließt Unstetigkeiten aus. Aus der Transitivität (Postulat I) und der Linearität | 
(Postulat IV) folgt Monotonie der Nutzensfunktion, welche Abenteuer (= Liebe der 
Gefahr) ausschließt; ‚‚vernünftiges Verhalten‘ ist vorausgesetzt, worüber Verf. = 


interessante "Vorbemerkungen macht. Die linearen Nutzensfunktionen, die Verf. 
‚als Abstandsfunktionen im Raum der ‚‚prospects“ einführte, sind eindeutig meßbar, 
wenn zwei Konstante gegeben sind. Nichtlineare Nutzensfunktionen (Postulat I—III 


ohne IV) würden eindeutige Meßbarkeit schon bei einer Konstanten erlauben, 


wären aber weniger „handlich“ (manageable); aus der Linearität folgt nämlich, daß 


die Nutzensfunktion so definiert werden kann, daß der Erwartungswert eines 


„prospects“ gleich seinem Nutzen ist. Härlen (München). 


Waugh, Frederiek V.: Inversion of the Leontief matrix by power series. Econo- 4 


metrica, Chicago 18, 142—154 (1950). 

Das Problem, die Produktion verflochtener Industrien zu bestimmen, wenn 
ein vorgeschriebener Teil für Konsum und Export verfügbar sein soll, führt auf die 
Umkehrung der Leontief-Matrix 1— A für diese Industrien, wobei’die Matrix der 
technischen Koeffizienten A bekannt ist. Da jede Industrie einer Volkswirtschaft 


zu berücksichtigen ist, kommen sehr große Matrizen vor, mit 100 bis 200 Zeilen 


und Reihen. Direkte Auflösung birgt deshalb die Gefahr in sich, daß kleine Run- 
dungen und Fehler erhebliche Differenzen ergeben. Verf. approximiert deshalb die 


. - ” & ne r 
inverse Matrix (1 — A)-! durch die Potenzreihe N) Ai, deren Konvergenz für Leon- 
M) 


tief-Matrizen 1 — A er beweist. Nebenbei macht er interessante Bemerkungen über 
die Ausführung der Rechnungen durch ein Elektronen-Rechengerät, über die Aus- 
schaltung von Rechen- und von Näherungsfehlern und über die praktische Verein- 


f r ' a 
fachung der Rechnung durch die Formel II 1 + A) = 5 Ai Härlen. 
0 0 


Geometrie. 
Elementargeometrie: 


Krakowski, Viktor: Zur Herleitung der Additionstheoreme der goniometrischen 
Funktionen. Elemente Math., Basel 5, 88—-90 (1950). 

Belträn, Valentin: Eine einfache Konstruktion des Problems von Malfatti. Gac. 
mat., Madrid, I. Ser. 1, 133—134 (1949) [Spanisch]. 


> Orts, Jos6-Maria: Einige Eigenschaften des pseudo-gleichschenkligen Drei- 
| eeks. Mat. Elemental, Madrid, IV. S. 8, 197—200 (1948) [Spanisch]. 
'  - Niubo de Febrer, Manuel M.: Eigenschaften der Schnittpunkte der Mittel- 
senkrechten eines Dreiecks mit den Seiten. Gac. mat., Madrid, I. Ser. 1, 31—32 (1949) 
[Spanisch ]. 
Bonferroni, Carlo: Un teorema sul triangolo e il teorema di Napoleone. Boll. 
Un. mat. Ital., III. S. 5, 85—89 (1950). 

Als Satz von Napoleon bezeichnet Verf. den bekannten Satz, daß'die Mitten 
der über den Seiten eines beliebigen Dreiecks nach außen (oder nach innen) errich- 
teten gleichseitigen Dreiecke die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks sind. Verf. 
beweist folgende Verallgemeinerung: Konstruiert man über den Seiten eines belie- 
bigen Dreiecks nach außen (oder nach innen) drei Kreisbogen, die drei Peripherie- 

| winkel mit der Summe 180° fassen, so bilden die Mittelpunkte dieser Bogen ein. 
\ Dreieck, dessen Winkel jenen drei Winkeln gleich sind. Zacharias. - 
Cavallaro, Vineenzo €.: Relazioni areali di triangoli podari e omopodari. Euclides, 
Madrid 10, 65—68 (1950). 
Ist S der Flächeninhalt des Dreiecks ABC, R der Umkreisradius und p(M) die Potenz 
‘ eines Punktes M der Ebene ABC bezüglich des Umkreises, so ist der Inhalt des Fußpunkt- 
 dreigcks Ay Bj, „oder ‚‚Podardreiecks“ von M bezüglich des Dreiecks 8, =S p(M) : 4R?. Zieht 
mah durch A, B, CO die Parallelen zu By C'y, Cy Am Au Bun, so entsteht ein dem Dreieck ABC 
umbeschriebenes Dreieck ABC, das Verf. als ,„Homopodardreieck‘‘ des Punktes M bezeichnet. 
Haben zwei Dreiecke parallele Seiten und ist das eine einem Dreieck ABC umbeschrieben und 
' das andere demselben Dreieck einbeschrieben, so ist, nach einem Satz von Pilatte (Ann. de 
) _Gergonne 1811, 33), der Flächeninhalt von ABC das geometrische Mittel zwischen den Inhalten 
der beiden anderen Dreiecke. Diesem Satz zufolge ist 8°? —= 8, Y„, wenn Y,, der Inhalt des 
) Homopodardreiecks ist. Diese Eigenschaft wendet Verf. auf verschiedene besondere Punkte M 
, "an. Insbesondere ergibt sich die bemerkenswerte Gleichung (8,: 87) + (8;:8.) = 2, in der 
I 80; S7, S, die Inhalte der Fußpunktdreiecke der Mittelpunkte des Um- und Inkreises und des 
Nagelschen Punktes sind (im Nagelschen Punkt schneiden sich die Verbindungslinien der Ecken 
mit den gegenüberliegenden Berührungspunkten der Ankreise). Weitere Formeln leitet Verf. 
ab für die Inhalte der Podar- und Homopodardreiecke des Mittelpunkts O, des Feuerbachschen 
Kreises im spitzwinkligen und im stumpfwinkligen Dreieck a) mit O, innerhalb, b) mit O, außer- 
halb des Umkreises. ?7acharias (Quedlinburg). 
| Marmion, Alphonse: Sur la g&ometrie du tötra&dre. C. r. Acad. Sci., Paris 230, 
| 1924—1926 (1950). 
Der Ort der Punkte, deren Projektionen auf die Ebenen der Flächen eines Tetraeders T 
| in einer Ebene liegen, d.h. deren Fußpunkttetraeder eine ‚„Fußpunktebene“ ist, ist eine kubische 
| Fläche $ mit 4 Doppelpunkten in den Ecken von 7, die durch die Kanten von 7 geht. Die 
' Fußpunktebenen umhüllen eine Fläche N vierter Klasse, die die Fernebene zu dreifacher Berühr- 
" ebene hat. N enthält die Höhen von T' und die 6 Ferngeraden der zu seinen Kanten senkrechten 
" Ebenen. N enthält dieselben Elemente noch eines zweiten, Tetraeders 7’. Eine 
" beliebige Gerade g schneidet $ in 3 Punkten. Der Schnittpunkt der Fußpunktebenen dieser 
3 Punkte, genannt der Orthopol von g, hat dieselben baryzentrischen Koordinaten bezüglich 
der Fußpunkttetraeder aller Punkte von g und dieselbe Potenz bezüglich der Umkugeln dieser 
| Tetraeder. — An diese bekannten Sätze (deren Auftreten in der Literatur Verf. angibt), knüpft 
der Inhalt der vorliegenden Note an. Ihr Gegenstand ist die Bestimmung der Eigenschaften 
des Tetraeders 7”, besonders hinsichtlich des Orthopols. Die Ebenen von 7’ sind die Kehlebenen 
‘der 4 bezüglich T konjugierten Drehquadriken mit gleichseitigen Meridianhyperbeln, und seine 
| Höhen sind die Achsen dieser Quadriken. Die 6 Kantenmitten von 7’ sind die Spitzen der 6 7 
umbeschriebenen kubischen Kreise. Der Ort der Orthopole der Geraden eines Büschels mit 
. beliebigem Scheitel O ist eine kubische Fläche, deren 4 Doppelpunkte auf den Höhen von T’ 
spiegelbildlich zu den Höhenfußpunkten bezüglich der Projektionen von O auf diese Höhen liegen. 
Das sind die wichtigsten der vom Verf. angegebenen Eigenschaften des Tetraeders 7”. 
x Zacharias (Quedlinburg). 
Court, N. A.: Semi-inverse tetrahedrons. Duke math..J. 17, 75—81 (1950). 
Zwei Tetraeder werden semi-invers genannt, falls die entsprechenden Ecken 
inverse Punkte bezüglich einer Kugel sind. Im Zusammenhang mit diesem Begriff 


werden mehrere Sätze hergeleitet, von denen folgender erwähnt sei: Es seien F 
und F’ die Fußpunktstetraeder der Tetraeder T und 7’ bezüglich des Punktes O. 
Sind T und F’ semi-invers bezüglich einer Kugel vom Mittelpunkt O, so sind auch 


- T’ und F semi-invers. L. Fejes, Toth (Veszprem, Ungarn). 


1 / 


Ber?) | a 


Russell, A. D.: A note on equilateral polygons. Edinburgh math. Notes 37, 
2324 (1949). | ; 1 
In einem früheren . Aufsatz des ‚Verf. [Math. Notes, Edinburgh 22% 
(1924)] wurde folgender Satz bewiesen: Ist A)A, ‘4, ein reguläres Vieleck, 
dessen sämtliche Seiten A, A,,, (bzw. ihre Verlängerungen) von einem festen Kreis 


| 


n , 
in den Punkten P, und Q, geschnitten werden, dann gilt = (4, P, = 9, A) 3 
Vz 


' Verf. bemerkt, daß sein Beweis sich auch für beliebige gleichseitige Polygone an- 
wenden läßt und zieht aus dem verallgemeinerten Satz einige Folgerungen. 
L. Fejes Toöth (Veszprem, Ungarn). 
Melitön Garcia, Franeiseo: Elementarer Beweis einer Frage des Satzes von Dehn. 
Mat. Elemental, Madrid, IV. S. %, 5—6 (1947) [Spanisch]. ; 
Der Satz von Dehn sagt bekanntlich aus, daß es im allgemeinen unmöglich ist, 
zwei inhaltsgleiche Polyeder in eine endliche Zahl von paarweise kongruenten Teil- 
polyedern zu zerlegen. Der Beweis beruht auf einer notwendigen Bedingung, die 
im Fall des regelmäßigen Tetraeders und des Würfels nicht erfüllt ist, weilder Flächen... 
winkel des regelmäßigen Tetraeders zu der Zahl x inkommensurabel ist. Hierfür 
gibt Verf. einen elementaren Beweis. Zacharias (Quedlinburg). 


. 


Fenchel, W.: Ein Kongruenzsatz für. konvexe Polyeder. Mat. Tidsskr. A, 
Kobenhavn 1949, 35—43 (1949) [Dänisch]. j 

Nach einer Darstellung der Geschichte des Problems gibt Verf. einen elementaren. 
Beweis für den Satz von Cauchy: Besitzen zwei konvexe Polyeder P, P’ dasselbe 
Netz (ebene Figur, aus der das Polyeder durch Zusammenfalten entsteht), so sind. 
sie kongruent oder symmetrisch. Zum Beweis entwickelt Verf. Ungleichungen für 
die Anzahl derjenigen einander entsprechenden Kanten von P und P’, die eventuell 
verschiedene Kantenwinkel haben. Gericke (Freiburg i. Br.). 


Kibble, W. F.: Regular polytopes inseribed in other regular polytopes. Math.. 
Student, Madras 17, 26—31 (1950). 

Ein eckenregulärer Polytopkomplex (compound) ist als ein System von kon-- 
gruenten konzentrischen regulären Polytopen erklärt, dessen Ecken die Ecken eines 
anderen regulären Polytops sind. Die dreidimensionalen Fälle, wie z.B. Keplers- 
stella octangula, sind altbekannt. Die vierdimensionalen Polytopkomplexe sind 
von P. H. Schoute, die mehr als vierdimensionalen vonH. S.M. Coxeter [J. Math... 
Phys. 12, 334—345 (1933); dies. Zbl. 7, 126] aufgezählt worden. Verf. scheint in 
vorliegender Arbeit Coxeters Ergebnisse neu zu entdecken. L. Fejes Toth. 


Arf, Cahit: ‘Sur les zones de Brillouin. Rev. Fac. Sci. Univ. Istanbul A 12, 
161—163 (1947). 
Vereinfachung und Verallgemeinerung des Beweises von Bieberbach über 
die Inhaltsgleichheit der Brillouinschen Zonen (dies. Zbl. 21, 370). Verf. ersetzt‘ 
dazu die Bieberbachsche Definition durch folgende gleichwertige: Die n-te Br. Z.. 
eines Raumgitters E in bezug auf einen Gitterpunkt A ist die Menge der Mittelpunkte 
aller durch 4 gehenden Kugeln, die durch keinen anderen Gitterpunkt gehen und 
genau 2 — 1 Gitterpunkte im Innern enthalten. Er dehnt diese Definition auf sehr 
allgemeine Punktmengen E in beliebigen metrischen Räumen aus. Die Einzel- 
schritte des Bieberbachschen Beweises sind dann sehr einfach durchzuführen. 
Lochs (Innsbruck). 
A.: Die Steinersche Hypozykloide. Elemente Math., Basel 5, 55-60 
950). 
Die Arbeit ‚entwickelt eine Auswahl von Eigenschaften der Hypozykloide, 
ausgehend von den besonderen Gegebenheiten der Kurve und unter Verzicht auf 
Verallgemeinerungen in elementargeometrischer Weise und zeigt, wie sich in ihnen 


allgemeine Rigenschaften des Dreiecks widerspiegeln“. Der vorliegende erste Teil - 
(ein Schluß soll folgen) schließt mit der Darstellung der Gestalt und Größe der Kurve. YR 


Zacharias (Quedlinburg). 


Noi, Salvatore Di: Sulla misura del eerchio e della eireonferenza. Archimede, 


Firenze 2, 55—59 (1950). 


Algebraische Geometrie: 


Dantoni, Giovanni: Sulla possibilitä di decomporre una corrispondenza eremo- 
niana fra spaziad r >3 dimensioni, nel prodotto di eorrispondenze eremoniane di 


dato ordine. Ann. Mat. pura appl., Bologna, IV. 8. 29, 243—246 (1949). 
Mme. Hudson a montr& que dans un espace ä plus de deux dimensions, il 


existait des transformations de Cremona, non reductibles & produits de transfor- 
mations plus simples. [H.P. Hudson, On the composition of Cremona space- 


'transformations, Rend.Cire. mat. Palermo 35, 286—288 (1913).] L’Au.donne de cette 
propriete une demonstration plus simple, montrant qu’il existe dans un $, 


(r >23), un nombre N tel qu’il y ait au moins une transformation de Cremona d’ordre 
N non reductible & des transformations d’ordre inf&rieur. La d&monstration repose 
sur Ja remarque analytiquement immediate qu’une composante irreductible de la 


. ja@obienne d’un produit de transformations est composante de la jacobienne d’un 


des facteurs; ceci permet de trouver une limite superieure du genre d’un faisceau 
irrationnel de V, , contenues dans une telle jacobienne. Mais on peut choisir une 


correspondance partieuliere dont la jacobienne soit un cöne dont le genre puisse 


surpasser la limite precitee. B.d’Orgeval (Grenoble). 

Segre, Beniamino: Corrispondenze analitiche e trasformazioni eremoniane. 
Rend. Sem. mat., Torino 8, 49—55 (1949). 

Vortrag, in dem die Resultate der nachsteh. referierten Arbeit zusammengefaßt 
sind. . Gröbner (Innsbruck). 

Segre, Beniamino: Corrispondenze analitiche e trasformiazoni ceremoniane. 
Ann. Mat. pura appl., Bologna, IV. S.28, 107—139 (1949). 

Verf zeigt, daß jede analytische Abbildung zweier Ebenen aufeinander, die in 
der Umgebung eines Punktes O und seines Bildpunktes 0° umkehrbar eindeutig 
ist, in der Umgebung dieser Punkte bis zu beliebig hoher Ordnung n durch passende 
Cremonatransformationen ‚„approximiert‘“ werden kann. Dieser Approximations- 
begriff wird so definiert: Zwei Transformationen T: = f(z,y), y' = g(, Y) 
und ©: ©’ — f(x, y), y' = 9(x, y), welche beide O auf O’ abbilden, heißen einander 
zur n-ten Ordnung approximierend, wenn sie jede Gerade durch O in Kurvenbogen 
durch 0’ transformieren, die eine (analytische) Berührung von mindestens n-ter Ord- 
nung aufweisen. Das läuft darauf hinaus, daß die für diese Punkte gebildeten Potenz- 


reihenentwicklungen der Funktionen f und f, g und g bis zur n-ten Ordnung über- 
einstimmen müssen. Andere mögliche Definitionen werden untersucht und im 
wesentlichen auf diese zurückgeführt. — Genaueren Aufschluß über Zusammensetzung 
und Grad dieser Cremonatransformationen vermitteln die Sätze: Das Produkt von 
u) = [(m? + 5n — 16)/4] (oder mehr) allgemeinen quadratischen Uremonatrans- 
formationen ergibt eine Cremonatransformation, die sich in der Umgebung zweier 
entsprechender Punkte O und 0’ bis zur Ordnung n (= 3) allgemein verhält (d.h. 
bis zu dieser Ordnung allgemeine, durch keine Relationen gebundene Koeffizienten 
in den bezüglichen Potenzreihenentwicklungen enthält). Andererseits kann jede 
analytische Transformation in der Umgebung eines beliebigen Paares einander 
eindeutig entsprechender Punkte durch eine Cremonatransformation bis zur Ord- 


nung n (>2) approximiert werden, die sich in das Produkt von höchstens 


y,— (n® + 10n®— 9n2— 82n + 108)/4 quadratischen Cremonatransformationen 
zerlegen läßt. Bezeichnen daher M, und N, den kleinsten und den größten Grad 
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der approximierenden Cremonatransformationen, so gilt M, <2"r, N, < 2”n. Die 


‚Fälle n=2 (M,=N,=2) und n=3 (M,= 4) wurden bereits von M. Villa 


(dies. Zbl. 27, 129 und 348) und E. Bompiani [Accad. Ital. Mem. Ol. Sci. fis. mat. 
natur., VI. S. 13, 837—848 (1942)] mit wesentlich umständlicheren Methoden ge- 
löst. — Die Arbeit enthält außerdem interessante Untersuchungen und Ergebnisse 
über die Eigenschaften der ebenen Cremonatransformationen, insbesondere über die 
vollständigen kontinuierlichen Systeme derselben. Gröbner (Innsbruck). 

Berzolari, Luigi: Sulle eoniehe oseulanti delle eurve razionali normali. Ann. 
Mat. pura appl., Bologna, IV. S. 28, 13—15 (1949). 


Soit une courbe rationnelle normale de S,. Dans le plan osculateur S, en un 


point P, la trace des hyperplans osculateurs S,_, est la conique osculante C; on 
appelle pöle A d’un hyperplan HZ le pöle dans C' de la trace de H sur S,. Cremona 
a montrö que sin=3, le lieu de h est une conique [L. Cremona, Sulle linee del 
terzo ordine a doppia curvatura. Ann. Mat. pura appl., I. S. 1, 164—174, 278—295 
(1858)]. L’A. &tudie ce lieu dans le cas general calculant son ordre par diverses 


‚methodes. Le lieu est une courbe rationnelle d’ordre 2(n— 2); I’A. etudie Egale- 
"ment le systeme d’indiee i=2/m m=1sin=4 m=2 sin-+4) forme 


“ 
> 


par les coniques (', sur une surface d’ordre 2m (n — 2) Asectionsdegenre n— 2 —2. 


B. d’Orgeval (Grenoble). 
Maroni, Arturo: Sulle eurve k-gonali. Ann. Mat. pura appl., Bologna, IV. S. 


30, 225—231 (1949). 


Une courbe de genre p est dite k-gonale, si elle contient une serie g; sp6ciale 


_ complete sans points fixes et non une g4_ı. Sur le mode£le canonique de la courbe 


les S,_, coupant la gj; definissent une variete F,_, rationnelle normale. A partir 
d’une g„ speciale et complete on peut definir la F, section de la F,_, par les 8, con- 
tenant les residus de la g, par rapport & la serie canonique, i—= k—1—1, 1 etant 
le nombre des conditions imposees par un groupe de la g, & la g„ Les nombres m, 
minima des ordres des F', sont des caracteres invariants de la courbe d’oü la defini- 
tion de sa classe (m, My, Ma, . . ., My_,). L’etude des dimensions des hyperplans 


. secants les series permet d’obtenir les resultats suivants. La dimension d’une g,, 


est r=h-+1-—1, h etant le nombre des groupes de g, imposant Z— 1 conditions 
& une gl! contenue dans m et lon a O<k <Sm— m, m=p—k-+IN), 
1<1<k—2; sous ces limitations de h et de Lil existe sürement des g7, correspon- 
dants aux conditions r—h +1—1; ilen rösulte. qu’il existe k— 2 series lineaires 
specialesd’ordre P — 2 — m, P— 2 — (m; +1),..., P — 2— (m, +i—1),.... chacune 
contenant la suivante et chacune contient toute autre serie lineaire speciale auquel 
le groupe generique de la g; impose 1’ <I conditions. B.d’Orgeval (Grenoble). 

Brusotti, Luigi: Curve algebriche reali nello spazio euelideo e nello spazio 
iperbolieo. Ann. Mat. pura appl., Bologna, IV. S. 29, 35—42 (1949). 

Einige Sätze über die Anzahl der reellen Züge einer algebraischen Raumkurve 7. 
Im Euklidischen Raume verteilen sich die reellen Punkte von J'auf eine gewisse An- 
zahl von ganz im Endlichen gelegenen geschlossenen Zügen und unendlichen Strecken, 
deren beide Endpunkte auf der unendlichfernen Ebene liegen. Ist n die Ordnung 
von J' und ist , das höchste Geschlecht einer Raumkurve der Ordnung n, so ist 
7%, +n die höchstmögliche gesamte Anzahl der reellen Züge und Strecken von T'; 
diese obere Grenze kann erreicht werden, und in diesem Falle hat man genau x, Züge 
und n Strecken. Nach diesem Satze beweist Verf., daß seine Gültigkeit nicht ver- 
loren geht, wenn man nur eine Familie von Raumkurven 7” des Geschlechts p 
mit n>p-+ 3 betrachtet (diese /” sind nicht speziell) sowie, wenn man die 
Familie der vollständigen Schnittkurven von zwei Flächen gegebener Ordnungen 
betrachtet. Schließlich die Ausdehnung auf Raumkurven /' des hyperbolischen 
Raumes, wo nur diejenigen Züge und Strecken von 7 betrachtet werden sollen, 
die z. B. in das Innere eines Ellipsoids fallen. E.@. Togliatti (Genova). 


pufa appl., Bologna, IV.S. 29, 91-97 (1949). 
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_Büke, Maeit: Les surfaces @ordre n de del Pezzo dans Vespace projeetif a n 


- dimensions. III (fin). Rev. Fac. Sci. Univ. Istanbul A 15, 1-46 (1950). 


Die vorliegende Abhandlung beschließt eine Untersuchung des Verf. über 
Realitätsfragen besonderer Flächen F” des Raumes 8, ,, (dies. Zbl. 33, 17; 35, 370). 
Dieser dritte und letzte Teil beschäftigt sich mit singulären Flächen 3. Ord- 
nung F® des dreidimensionalen Raumes. Zunächst findet Verf. die Grenzformen 
der Geradenkonfiguration der F? im Falle, wo F® entweder in drei Ebenen oder in 
eine Quadrik und eine Ebene zerfällt; die Grenzform ist verschieden, je nachdem 
die Ausgangs-F® einer Art oder einer anderen Art der Schläflischen Klassifikation 
aller F® angehört. Die verschiedenen Grenzformen werden mit Figuren erläutert; 
dann diskutiert Verf. einzeln die 20 besonderen Fälle. Für jeden Fall gibt er, wie 
in den früheren Teilen der Untersuchung, die verschiedenen Abbildungen auf einer 
Quadrik, die Einteilung in Unterarten je nach den verschiedenen Realitätsverhält- 
nissen, usw. Eine Tafel am Ende gibt ein anschauliches Bild aller betrachteten 
Flächen F” des 8,,,, und ihrer gegenseitigen Projektionsbeziehungen ; insgesamt gibt 
es 158 Arten solcher Flächen, die vom reellen Standpunkte aus voneinander verschie- 
den sind. E.@. Toglatti (Genova). 

Roth, Leonardo: Algebraie varieties with eanonical eurve seetions. Ann. Mat. 


»,19„, deren Schnittkurven mit 
Räumen $,_, kanonische Kurven des Geschlechts p sind, hat G.Fano in einer 
Reihe von bekannten Abhandlungen eingehend untersucht. Falls jene Schnittkurven 


Die Mannigfaltigkeiten V?2?-2 eines Raumes $ 


allgemeine kanonische Kurven des Geschlechts p sind, wird V2?=2 von der 1.Art 


genannt. Hier betrachtet Verf. die Mannigfaltigkeiten V??—? eines Raumes $,,,_o 
mit kanonischen Schnittkurven und der 1. Art. Zunächst beweist Verf., daß eine, 
V?P 2 des $,,, ein System von 00% Geraden mit dem Index k enthält, wo k die Werte 
24, 12, 8, 6, 5, 4, 4, 3 hat, jenachdem p = 33, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 ist. Für p >10 
existiert die V2?? nicht, wie Verf. in einer späteren Arbeit beweisen will. Für » > 6 
sind alle V?2?=? rational. Ihre Rationalität folgt aus den Eigenschaften: 1. daß sie 
alle sich in Mannigfaltigkeiten projizieren lassen, die als Schnitt von n Quadriken 
eines Raumes S, (r >n + 1) konstruiert werden können; 2. daß diese Quadriken- 
schnitte offenbar rational sind, sobald sie einen Raum S,_, enthalten; 3. daß jene 
Projektionen in der Tat Räume der gewünschten Dimension enthalten. Dieselben 
Überlegungen zeigen auch die Rationalität der V?2?=? für p=5 und r >5. Der 
Fall p = 6 muß besonders behandelt werden; in diesem Falle ist die V}° rational 
(r = 5); sie ist der Schnitt einer Quadrik des Raumes S, mit der Grassmannschen 
V: des S, und liefert also die Abbildung eines allgemeinen quadratischen Strahlen- 
komplexes des S,. Schließlich kann man durch Projektion aus V1°, VI?, V! ver- 
schiedene rationale Hyperflächen des Raumes 8, konstruieren. E. @. Togliatti. 

Dantoni, Giovanni: Sulle singolaritä della Jacobiana e su quelle della varietä 
delle ipersuperficie eon punto doppio di un generico sistema lineare oor di V/_ı di S,. 
Ann. Scuola norm. sup. Pisa, Sei. fis. mat., III. S. 3, 1—17 (1950). 

Im 1. Teil der vorliegenden Untersuchung betrachtet Verf. die singulären 
Punkte der Jacobischen Mannigfaltigkeit J eines 00" Linearsystems &, von Hyper- 
flächen V?_, eines Raumes S,, im Falle eines &, ganz allgemeiner Art. Wenn eine 
einzige Hyperfläche f, von &, existiert, die in ‚P, einen s-fachen Punkt aufweist, 
und wenn P, kein Basispunkt von 2, ist, so hat P, für J im allgemeinen die Multi- 
plizität s— 1, und die durch ‚P, hindurchgehenden Hyperflächen von 2, besitzen 


in P, eine gemeinsame Tangente t,; der Berührungskegel von J in ‚P, ist die erste 


Polare von ti, in bezug auf den Kegel T', der f, in P, berührt; die Multiplizität von 
J in .P, ist also größer als s— 1 nur, wenn £, eine s-fache Erzeugende des Kegels 1% 
ist. Verf. gibt auch die Erweiterung. dieser Eigenschaften auf den Fall, wo mehrere 
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Hyperflächen von &, vorhanden sind, die in P, einen mehrfachen Punkt haben. . : 
Im allgemeinen ist J irreduzibel und mit einer Doppelmannigfaltigkeit der Dimension 3 
7% 24 und. der Ordnung Zn 1r(r HI) (+ 2) versehen; für nr < 4 ist J2 

doppelpunktfrei. Die mehrfachen Punkte von J. besitzen die charakteristische 

. Eigenschaft, daß ein jeder von ihnen ein mehrfacher Punkt für wenigstens ool 
. Hyperflächen von X, ist. — Im 2. Teil werden die Hyperflächen von &, auf die Punkte 
- eines Raumes 8, eineindeutig abgebildet. Den Hyperflächen von 2%,, die einen 

Doppelpunkt aufweisen, entsprechen in S, die Punkte einer Ww?_, der Ordnung 

ö6= (r #1) m— 1), die mit J birational äquivalent ist. Die Doppelpunkte von 
B; W° verteilen sich in zwei Mannigfaltigkeiten w: _ und W; _ 5; die Punkte von Wi 
EN liefern die Abbildung derjenigen Hyperflächen von &,, die zwei Doppelpunkte_ be- 

n sitzen; die Punkte von W*_, bilden diejenigen Hyperflächen von 2, ab, die einen 
: einzigen Doppelpunkt haben, so daß aber der betreffende Berührungskegel eine 
Doppelerzeugende hat. Es wird auch die birationale Korrespondenz zwischen J 
und w? _ı untersucht, und bemerkt, daß J und W. s | die Flächenirregularität Null 
"haben (für r >3). E.@G. Togliatti (Genova). 
Hodge, W. V.D.: Note on the eonditions for a p-eyele of an algebraie mani- 
fold to be of k rank. Proc. Cambridge phil. Soc. 43, 577—580 (1947). | 
ii Sia V, una varietä algebrica ad m dimensioni complesse ed R(V,,) la sua 
 riemanniana a 2m dimensioni reali. Un cielo I" „ di dimensione reale PS m 
della R(V„) si dice di rango k se esiste una varietä algebrica U,_,„della V, la eui 
riemanniana R(U,_,) contenga un ciclo omologo ad un multiplo intero AT", di I),. 
Nel volume The theoryand applications ofharmonicintegrals (Cambridge, 
1941, pag. 214), VA. ha assegnato un sistema di condizioni necessarie perche un 
ciclo I‘, sia di rango k. Le condizioni necessarie ivi trovate si dimostrano ora 
essere equivalenti all’esistenza di una certa forma esterna Q di grado 2m —p 
per la quale sia: fe 9= (I, -Tam_,) per'ogu (2m —p):eiclo I,,n_,URV,): 
Tam-» Conforto (Rom). 

Hodge, W. V.D.: Harmonie integrals on algebraie varieties. Proc. Cambridge 
phil. Soc. 44, 37—42 (1948). 

Nel capitolo IV del suo volume The theory and applications of harmonic 
integrals (Cambridge, 1941) ’A., per introdurre gli integrali armonici sopra la 
riemanniana di una varietä algebrica, ha assegnato una metrica su tale varietä; 
tale metrica non € legata in modo invariante alla varietä stessa. Cio nonostante 
P’A. ha potuto dedurre dalle proprietä degli integrali armonici, numerose proprietä 
di carattere invariantivo. Questo fatto dimostra o che le proprietä invarianti in 
questione debbono potersi ottenere senza l’intervento degli integrali armoniei 
’ oppure che la metrica introdotta & in qualche modo connessa intrinsecamente 
Bu alla varietä. Dopo tale osservazione, l’A. fa un minuto esame del capitolo IV del 

volume sopra indicato per mettere in evidenza i momenti in cui la metrica viene 
usata, per indagare sino a qual punto essa venga effettivamente usata e per chia- 
rire la ragione per cui certi risultati e procedimenti finiscono per essere indi- 
pendenti dalla metrica. Conforto (Rom). 


Vektor- und Tensorrechnung. Kinematik: 


@ Schönhardt, E.: Vektor-Reehnung mit je einem Anhang über Tensoren und 
über komplexe Zahlen und Zeiger. (Auf Grund von Vorlesungen und Übungen von 
E. Schönhardt als Vervielfältigung herausgegeben von W. Pavel.) 2. Aufl. Stuttgart: 
E. Schönhardt 1948. 295 S. mit 150 Fig., geh. DM 8.50, geb. DM 10.50. 


Das vorliegende Buch über Vektorrechnung will sich in erster Linie an die Studierenden 
der Physik und Technik wenden. Die Begriffe werden daher in unmittelbarer Verbindung mit- 


geometrischen und physikalischen Anwendungen gegeben und es werden zahlreiche ‚Beispiele 


‚ eingeschaltet, die den Leser mit der Handhabung des Erlernten vertraut machen sollen und 


das Büchlein als eine wertvolle Vorlesungshilfe erscheinen lassen. Dieser Tendenz des Buches 


- entspricht es auch, wenn die Beweise bisweilen sehr kurz gefaßt oder nur angedeutet sind, wobei _ 


aber der logische Aufbau stets erkennbar bleibt. Unter einem Vektor wird dabei ‚„‚die Zusammen- 
fassung einer positiven Zahl, seines Betrages, und einer Richtung“ verstanden. Diese Beschrän- 
kung des Vektorbegriffes auf gerichtete Strecken im dreidimensionalen euklidischen Raum kenn- 


zeichnet den Rahmen des Buches; es werden in übersichtlicher Weise, und wie schon erwähnt, 


durch viele geeignete Beispiele unterstützt, die hierher gehörigen Formeln dargelegt, aber man 
erfährt z. B. nichts von der durch die spezielle orthogonale Gruppe und die Dimension drei 
bedingten Sonderstellung des Vektorproduktes, den Graßmannschen alternierenden Produkten 
und dem allgemeinen Vektorbegriff. — In einem ersten Abschnitt wird die Vektoralgebra be- 
handelt: Addition und Subtraktion, lineare Abhängigkeit, skalares Produkt, Komponenten und 
Koordinatentransformation. Der zweite Abschnitt umfaßt die Vektoranalysis: Differential- 
rechnung, Integralrechnung, Skalarfelder, Vektorfelder, wirbeltreie und quellenfreie Felder, Be- 


. stimmung des Feldvektors d aus rot v und div dv. — Auf der oben erwähnten geometrischen Grund- 
‚lage wird schließlich in einem ersten Anhang eine Einführung in die Algebra der Affinoren 2. Stufe 
gegeben. Dabei erscheint ein Aftinor als ein Operator, der eine affine Abbildung vermittelt. 


Gegenüber der ersten Auflage ist ein zweiter Anhang über komplexe Zahlen und Zeiger hinzu- 


. gefügt worden, in dem die Grundoperationen, die lineare Funktion und einige allgemeine funk- 


tionentheoretische Sätze vor allem im Hinblick auf ebene Potentialströmungen behandelt 
werden. Weise (Kiel). 

‚ © Valentiner, Siegfried: Vektoranalysis. 7. wesentl. veränd. Aufl. (Sammlung 
Göschen Bd. 354.) Berlin: Walter de Gruyter & Co. 1950. 138 8. u. 19 Fig., DM 2,40. 


Das bereits in 7. Aufl. vorliegende Buch bringt im ersten Teil in sehr klarem 
Aufbau die Vektoranalysis von den Rechenregeln bis zu den Integralsätzen. Ein 
zweiter Teil ist den Anwendungen aus physikalischen Gebieten (Potentialtheorie, 
Hydrodynamik und Elektrizitätstheorie) gewidmet. Den dritten Teil bildet ein Ab- 
schnitt über lineare Vektorfunktionen, Dyaden und Tensoren. — Gegenüber der 
6. Aufl. sind unter Straffung des früheren Textes Abschnitte über reziproke Vektor- 
tripel, Produkte in schiefwinkligen Bezugssystemen, Erweiterung des Vektorbegriffe_ 


_ auf den mehrdimensionalen Raum und Differentialoperationen bei Benutzung recht 


winkliger, krummliniger Koordinaten hinzugekommen. Es wäre empfehlenswert 
gewesen, wie in früheren Auflagen (z. B. der vierten) im Schrifttumverzeichnis nicht 
nur Literatur aus der ersten Zeit der Entwicklung, sondern auch moderne Lehrbücher, 
wie teilweise im Text geschehen, aufzuführen. — Das Büchlein ist zur Einführung 
für Mathematiker und Physiker gleich gut geeignet. Rudolf Ludwig (Braunschweig). 


e Delachet, Andre: Caleul veetoriel et ealeul tensoriel. (,,Que sais-je ?“, No. 418.) 
Paris: Presses Universitaires de France 1950. 128 p. 

Das Büchlein, das einer alle Wissensgebiete umfassenden Reihe angehört, stellt sich die 
Aufgabe ‚‚so klar und kurz gefaßt wie möglich eine gewisse Anzahl von Resultaten und Methoden 
anzugeben, um damit dem Studierenden ein leichteres Eindringen in die Abhandlungen der 
großen zeitgenössischen Geometer und die modernen physikalischen Theorien zu ermöglichen“. 
Die Einleitung enthält außer geschichtlichen Bemerkungen auch Literaturangaben, bei denen 
abgesehen von den Büchern von Wilson, Burali-Forti und Marcolongo, Coffin, Weyl, 
Eddington, Levi-Civita, Schouten, Bureau nur solche französischer Autoren genannt 
sind. Es folgen dann ‚die vier Teile: Vektoralgebra (40 S.), Vektoranalysis (24 S.), Tensor- 
algebra (38 S.), Tensoranalysis (15 8.). — Die beiden ersten Teile befassen sich mit den Vek- 
toren des gewöhnlichen Raums. Der erste ist in zwei Kapitel über freie und über linienflüchtige 
Vektoren unterteilt, deren erstes auch einige Anwendungen auf Trigonometrie und analytische 
Geometrie darbietet und mit 10 Figuren ausgestattet ist. Aus dem Mischprodukt von drei 
Vektoren werden beiläufig der Begriff und die elementaren Rigenschaften der Determinante 
hergeleitet. Das Kapitel schließt mit der Mitteilung der Formel 


(u Av)Aw=(w-u) U — (b-w)-u 


und der Auflösung der Gleichung x A u=v. Die Einführung des Begriffes „algebraisches Maß“ 


eines Vektors bezüglich einer zu ihm parallelen, orientierten Geraden erscheint dem Ref. über- 


“flüssig. Im zweiten Kapitel werden Momente, Plückersche Koordinaten und Anwendungen auf 


die Statik des festen Körpers gebracht. — Von den beiden Kapiteln des zweiten Teiles behandelt 


das erste die vektoriellen Funktionen skalarer Veränderlichen mit Anwendungen auf Raum- 


kurven und Flächen (bis zu den Frenetschen Formeln bzw. der ersten Fundamentalform und 
15* 
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div u, rot u werden nur formal mittels kartesischer Koordinaten ohne Deutung oder Anwendung 
eingeführt. Die nur für grad » gegebene Begründung der Invarianz will Ref. nicht einleuchten. 


Den Abschluß bilden die Integralsätze von Gau ß (hier nach Ostrogradski benannt) und Stokes 


nebst der ersten Greenschen Formel. — Im dritten und vierten Teil wird wesentlich mehr als 
bisher dem Leser überlassen. Die Tensoralgebra ist in vier Kapitel gegliedert, deren erstes 


n-dimensionale Vektoren und lineare Mannigfaltigkeiten im affinen Raum E,, behandelt, während . 


im zweiten die Kontravarianz der Komponenten eines Vektors sowie die Kovarianz der Koordina- 
ten einer skalaren, linearen Vektorfunktion (Linearform) in abgekürzter Summenschreibweise 
gezeigt wird. Kapitel III bringt multilineare Formen und Tensoren verschiedener Varianz, 


einiges über den Calcul, Verjüngung, Invarianten, symmetrische und antisymmetrische Tensoren, 


äußeres Produkt zweier Vektoren, skalare sowie tensorielle Dichten und Kapazitäten. Kapitel IV 
„Metrische Geometrie‘ handelt vomreellen, n-dimensionalen Euklidischen Raum bei orthogonal- 
normierter und bei beliebiger Basis und erklärt u. a. das innere Produkt zweier Vektoren, den 
metrischen Tensor, die reziproke Basis, Euklidische Tensoren. — Die Tensoranalysis enthält 
drei Kapitel. Im ersten wird das Tensorfeld im E, definiert und die Herleitung eines Tensors 
(p + 1)-ter Stufe aus einem der p-ten Stufe durch Differentiation an einem Beispiel gezeigt. 


.In Kapitel II „Tensoren im amorphen Raum‘ macht der Leser Bekanntschaft mit krumm- 


linigen Bezugssystemen, den Fundamentalvektoren des affinen Tangentialraums, der allgemeinen 
Definition des Tensors und Tensorfeldes, sowie dem Gradienten einer skalaren Ortsfunktion 
und der Rotation eines Vektors. Kapitel III ‚Einführung in das Studium gekrümmter Räume“ 
bringt etwas über Riemannsche Mannigfaltigkeiten (metrische Form, Winkel- und Inhaltsbestim- 
mung) und streift zum Schluß noch die Erweiterung der Riemannschen Gedanken nach H. Weyl 
und den affinen Zusammenhang. — Verf. hat hier mit französischer Eleganz auf engem Raum 
eine erstaunliche Fülle des Stoffes dargeboten. Dem uneingeweihten Leser dürfte es allerdings, 
wenigstens in der zweiten Hälfte, nicht ganz leicht fallen, denselben fruchtbringend in sich auf- 
zunehmen, da dort, zu der gebotenen Kürze hin, alles abstrakt gehalten und von Anwendungen 
nur andeutungsweise die Rede ist. Er wird wohl’den Kalkül bewundern, der ‚in gewisser Be- 
ziehung gestattet, mechanisch und ohne zu denken Transformationen durchzuführen“, aber da 
er mit den Begriffen und Operationen kaum eine Vorstellung verbinden kann, mit der Ver- 
dauung des Dargereichten seine Mühe haben. Zum rein Außerlichen sei noch bemerkt, daß die 


Bezeichnung u, ©, ... für Vektoren, abgesehen von dem wenig schönen Bild, nicht gerade zur 
Übersichtlichkeit der Formeln beiträgt. Schönhardt (Stuttgart). 


Hain, K.: Punktlagenzuordnungen mit gegebener Tangentenriehtung am Ge- 
lenkviereck. Ingenieur-Arch. 18, 141—150 (1950). 
Eine wichtige Aufgabe der Getriebemaßsynthese besteht darin, Gelenkvierecke zu suchen, 


. deren Koppelebene einen Punkt enthält, der eine von einem gegebenen Kurvenstück möglichst 


wenig, abweichende Bahn beschreibt. Man nimmt zu diesem Zwecke beispielsweise auf diesem 


' Kurvenstück eine Anzahl von Punktlagen an, die dann genau von einem Koppelpunkt des Ge- 


lenkvierecks durchlaufen werden. Man kann theoretisch neun Punktlagen genau erfüllen. 
Wegen der rechnerischen Schwierigkeiten führt aber ein analytischer Weg bei diesem Fall nicht 
zum Ziel. — Alt [Z. angew. Math. Mech. 8, 13—19 (1923)] beherrscht diese Aufgabe mit Hilfe 
der Burmesterschen Kreispunkt- und Mittelpunktkurve nur für fünf Punktlagen. Dabei kann 
im allgemeinen die Lage eines festen Drehpunktes, die Kurbellänge und die Länge einer Koppel- 
geraden willkürlich angenommen werden. Benutzt man aber die vom Verf. [in Maschinenbau/Be- 
trieb, Beilage Getriebetechnik 11, 29 (1943)] angegebene Methode der Punktlagenreduktion, 
so kann man für den allgemeinen Fall sieben Punktlagen beherrschen. Es fallen dabei beim 
Gelenkviereck paarweise zwei bestimmte Punktlagen in je eine solche zusammen, so daß zuletzt 
die Aufgabe übrig bleibt, nur durch drei oder vier Punkte einen Kreis zu zeichnen. — Man kann 
die Aufgabe auch so formulieren, daß man in bestimmten Punkten zusätzlich die Richtung der 
Tangente an die von dem Koppelpunkt beschriebene Kurve vorschreibt. Man erreicht dadurch 
in diesen Punkten eine besonders gute Angleichung an die gegebene Kurvenform. In dieser 
wertvollen Arbeit werden nun mit Hilfe der Punktlagenreduktion Konstruktionen bis zu Fünf- 
punktlagen mit zwei vorgeschriebenen Tangenten angegeben. Zur Anwendung kommen dabei 
zwei verschiedene Lösungsmöglichkeiten. Die erste Möglichkeit beruht auf der Wahl eines 
Gestellpunktes, so daß seine Lage zu einer oder mehreren Punktlagenreduktionen führt. Bei 
diesem Falle liegen allerdings die entsprechenden Kurbellagen paarweise symmetrisch zum Ge- 
stell. Beim zweiten Weg wird ein beweglicher Gelenkpunkt des Gelenkvierecks in entsprechender 
Form ausgewählt. Dabei ergibt sich eine Kurbellagensymmetrie bezüglich der Koppel des 
Gelenkvierecks. — Punktlagenreduktionen gestatten erstmalig eine einwandfreie maßsynthetische 
Behandlung auch der vielgliedrigen Getriebe. Dizioglu (Istanbul). 


Traenkle, €. A.: Bewegungsverlauf und Abstimmbedingungen von Nachführ- 
getrieben. Ingenieur-Arch. 18, 198—210 (1950). 


Nachführgetriebe sind gewöhnlich Vorrichtungen für die Geschwindigkeits-. 


' dem Flächeninhalt). Kapitel II „Vektorfelder“ ist sehr kurz gehalten. Die Begriffe gradow, 


ae 
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messung. Dabei sitzt'eine Marke auf einem Ring und macht eine beliebige von außen 
vorgegebene Bewegung. Es wird gefördert, eine andere Marke, die auf der inneren 
Scheibe, dem nachzuführenden Teil sitzt, mit der ersten Marke genau in Deckung . 
zu halten. — Zuerst wird wegen der Übersichtlichkeit und Einfachheit der Zusammen- 
hänge der Bewegungsverlauf für das direkte Nachführgetriebe untersucht. Die 


‘ Untersuchung wird dann auf einige zusammengesetzte und häufiger verwendete 


Getriebeformen erweitert. Verf. gibt gewisse sogenannte „Abstimmungsbedin- 
gungen“ zwischen bestimmten Kenngrößen des Vorganges an, bei deren Erfüllung 
die Bewegung dann möglichst schnell in die Deckungsstellung einlaufen wird. Wei- 
 terhin werden Fehlergrenzen für die Geschwindigkeitsmessung angegeben. 
Dizioglu (Istanbul). 
Bauersfeld, W.: Ein Beitrag zur Theorie der Sehneekengetriebe und zur Nor- 
mung der Schnecken. VDI-Forschungsh. B 16, Nr. 427, 28 S. (1950). 


Es ist bekannt, daß man mehrgängige Schnecken nicht nach einheitlichen Normwerten 
herstellen kann, sondern daß man den Eingriffswinkel sowie die auf den Modul bezogenen Werte 


der Kopf- und Fußhöhe je nach dem Steigungswinkel der Schnecke verschieden wählen muß. Ri: 


Danach gilt es also zuerst, die Grenzen, bis zu denen einheitliche Normwerte durchführbar sind, 
festzulegen und dann die Möglichkeit fester Vorschläge für die nach einheitlichen Normdaten 
nicht mehr herstellbaren Schneckenformen zu untersuchen. Zur Klärung dieser Fragen behandelt. 
Verf. zuerst die Schneckentheorie in vektorieller Darstellung. Der erste Teil enthält die Theorie 
der Evolventenschnecken in breiter Darstellung. Im zweiten Teil wird die Theorie der Fräs- 
schnecken (diese sind mit kegelig gestalteten Werkzeugen hergestellte Schnecken) und in einem 
weiteren Teil die archimedische Schnecke behandelt. — Diese Untersuchungen zeigen ükerein- 

.stimmend mit der praktischen Erfahrung, daß die genannten Normenwerte bei den Frässchnecken 
nur für eingängige Schnecken vollkommen benützbar sind. Für andere Frässchnecken (anormale 
Frässchnecken) gibt Verf. Vorschläge für Konstruktionswerte. Diese Vorschläge beruhen auf 
den folgenden Voraussetzungen: Unter Annahme eines Fußspieles von f = 0,2, also 0,2 x Modul, 
und eines Eingriffswinkels &,, = 20° im Normalschnitt wurden die Werte y für die nutzbare 
Fußhöhe aus der folgenden Gleichung 

(Y nn 1% —g Ma#=2y9—-N (2% Sr 25) tg? &,0 

berechnet, die ein scharfkantiges Werkzeug von unendlich großem Radius voraussetzt. Hierbei 
sind z, = Höchstwerte der Gangzahlen, 2, —= Kennzahl der Schnecke = Teilzylinderdurchmesser/ 
Modul. Danach wurden die Werte h für die auf den Modul bezogene Kopfhöhe so gewählt, daß 
die gesamte Zahnhöhe (y + h) möglichst groß wird, daß aber in jedem Fall ein zu spitzer 
Zahnkopf und eine zu enge Lückenweite am Zahnfuß vermieden werden. Daraus ergab sich auch 
die Notwendigkeit, die Lückenweite im Teilzylinder kleiner als die halbe Teilung zu bemessen. 
Um hier zu einem systematischen Aufbau zu gelangen, wurde in allen Fällen diese Lückenweite 
so bemessen, daß die Zahndicke in der Mitte der nutzbaren Gesamthöhe der Zähne gleich der 

halben Teilung ausfällt. Dizioglu (Istanbul). 


Differentialgeometrie in Euklidischen Räumen: 


Viguier, Gabriel: Les d&veloppantes gen6ralisees du second ordre d’une eourbe 
plane. Experientia, Basel 6, 134—135 (1950). 

Eine ebene Kurve (M) sei auf den Parameter t bezogen. Trägt man auf der 
Tangente in M die Strecke MN =r(t) ab, so erhält man eine verallgemeinerte 
Evolvente (N). Auf der Tangente an letztere macht man N P=y(f) und erhält 
so eine Kurve (P), die verallgemeinerte Evolvente zweiter Ordnung. Verf. stellt 
nun die Bedingung dafür auf, daß die Tangente an die Kurve (‚P) durch den Punkt L 
einer Kurve (Z) geht, die durch gleiche Parameterwerte t der Ausgangskurve (M) 
zugeordnet ist. In früheren Noten behandelte Verf. die Sonderfälle, daß die Tangente 
bzw. Normale von (N) durch Z geht, und kommt auf eine Riccatische bzw. Abelsche 
Differentialgleichung für r(t) [G. Viguier, Ann. Fac. Sci. Univ. Toulouse 59, 1 
(1945) und dies. Zbl. 33, 426]. Bei bekannter Funktion r(t) führt im allgemeinen 
Fall die Bestimmung von (‚P) gleichfalls auf die Lösung einer Riccatischen Diffe- 
_ rentialgleichung. Im besonderen wird der Fall, daß (‚P) gewöhnliche Evolvente 
von (N) ist, vermerkt, sowie die Einordnung eines der früher behandelten Fälle 
vorgenommen. H.R. Müller (Graz). 
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Bernstein, (Bernstein), S. N.: Sur la loan des he. Us mat. 
Nauk 5, Nr. 4 (38), 132—133 (1950) [Russisch ]. 
Übersetzung einer in Math. Ann. 60, 434—436 (1905) veröffentlichten Note. 


Tonolo, Angelo: Sopra una elasse di deformazioni finite. Ann. Mat. pura appl., 
Bologna, IV. S.29, 99—114 (1949). 


Ausgestaltung und Fortführung von Untersuchungen Weingar t ens [J. reine 


angew. Math. 90, 18—33 (1881)]. © ( = 1, 2,3) seien krummlinige Koordinaten 
in einem Teil des dreidimensionalen euklidischen Raumes‘ 2% = 1° («8 22. 9®)rbe: 
deute eine ‚‚Deformation“ desselben (f* zweimal stetig differenzierba > 
037 008,018 das sei das Quadrat des Linienelements in «*, dS? = a,,(X*) dX? dX 
— b,0 (2°) da® da” dasjenige in X%, 28,5 = das — go, X — da’ [ds; so gehen von 
jedem Punkt x 3 orthogonale Tintenelemenfe hi (h = 1, 2, 3) aus, denen in X ortho- 


gonale Elemente entsprechen. Mit &,, = &oo R % muB -@,,1 343. D.sein. (modr3 


kongruente Indizes gelten als äquivalent). Die 7 sind eindeutig bestimmt als 
h 
Lösungen homogener linearer Gleichungen, wenn deren Determinante, die Säkular- 
gleichung D(o) = ||Eu»—o au»|| = 0, 3 getrennte Wurzeln hat. Die Elemente 2”, 2? 
bestimmen eine Normalenkongruenz, wenn #[V’+? PR Noedsbe =0 = 
h 


Br 4 (gr bedeutet kontravariante Ableitung bezüglich ao dıre dx) Be Bedingung 


wird umgeformt. Es sei gu, = &ı» —0 4.,, @"” das algebraische Komplement von g,, 
in der Determinante ||g„»||, dividiert durch die Diskriminante der Form a,. dx? dx°, 
T'“’ habe dieselbe Bedeutung für die &,,. Setzt man dann J, = ar" &,: e"’Y, 


VDE EINE] Te ee Kg. Be,» GR (die ses 


sind die üblicherweise so bezeichneten Tensoren von Ricci), so ergibt sich, daß die 
Weingartensche Funktion K, in o nur quadratisch ist, und zwar ist 


K—=J10?+2J,0+J3 


Statt der genannten Bedingung für Normalenkongruenz kann die folgende treten: 
J10h + 2J,0, + J3 = 0 mit o, als zugehöriger Lösung der Säkulargleichung. Sollen 
alle 3 durch die x”, A” bestimmten Kongruenzen Normalenkongruenzen sein, so muß 


RIESE 

also J =J,—J,— 0 gelten. Die Ebenen der ausgezeichneten Trieder sind dann 
tangential an ein dreifaches Orthogonalsystem von Flächen. Die Bedingung ist 
notwendig und hinreichend. Wegen b,,(2*) = a, (X) (0X*Jax,) (OX?/Ox,) sind die 
Gleichungen J,=0, J,=0, J3, = 0 solche von 2. Ordnung für die Funktionen X*. 
Wenn speziell EZ BU JOw arg gilt mit irgendeiner Funktion U — U(x*), so 
kommen die 3 Bedingungen auf eine einzige “Gleichung 3. Ordnung hinaus, analog 
zu dem von Darboux [Legons sur les syst&mes orthogonaux, Note IV (1910)] 
nach anderer Methode behandelten speziellen Problem der drehungsfreien (d&pour- 
vues de rotations) Deformationen, bei denen die entsprechenden Haupttrieder 
parallel und die X”* Ableitungen 0U/2x* einer Funktion U sind. Den Gleichungen 
J= 0, J,=0, J3 = 0 werden solche Formen gegeben, in denen nur geometrische 
und kinematische Elemente vorkommen, @,, und @hr = 3, ,n nor Omn Bus; 


u yv 1 © x . Zus 
NE EB iv a h . ) sie lauten dann: J, = @yx [V ra Opr4ı — V rs Vet 


J,= — Ok v; +2 a 11 7 Ver, v+2] —(, J3 — [077 k IV +2 Oh k er Onk+2] —0. 
Rembs (Berlin). 
Lemoine, Simone: Sur ’&quation fondamentale de la theorie des reseaux eonjugues 
persistants. C.r. Acad. Sci., Paris 229, 1117—1118 (1949). 
Par un choix conv Sa des parametres u, v, ’&l&öment lineaire d’une surface 8 
deformable avec persistance d’un reseau conjugue ne contenant pas de lignes geo- 
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ds? — Ce dus + Yenlu +») Eve Au do + 7% de go: 


&Q 2 &Q 

Byec K=,, a Ne) "e =) . 

La fonction @ satisfait & une &quation aux derivees partielles d’ordre 4, obtemue 
recemment par M.Lalan (ce Zbl. 35, 232). L’A. retrouve cette &quation en 
appliquant l’&quation de Lionville, qui, pour le ds? 


ds? — A? du? + 2AC cos 2 du dv + O? dv? 


s’ecrit KACsinQ = nn Sk = (Fr : sin 2) + 2 (5) . sin 2), Appliquant ce 


resultat, on obtient 
& ET A RRNENN 05 Q 
24,108 R Sees eh ke N 
‚Si ’on ceonsidere la surface S* qui, rapportee & ses asymptotiques, admet la möme 
representation spherique que S, les formes quadratiques de 8* sont 


2 +00 [ 
ds* ER aus F (a + v)?5 I du dv ee 08, p=YRdudv. 
G 
L& derniere equation &crite met en BE la signification g&omeötrique de la 
fonction R(u, v). 2 B.Gambier (Paris). 


Differentialgeometrie besonderer Liescher Gruppen: 


Süss, Wilhelm: Ein affines Analogon zur Bestimmung einer Fläche aus einer 
Grundform und einer Krümmungsfunktion durch W. Scherrer. Math. Z., Berlin 52, 
698— 702 (1950). 

The author proves the following theorem: Through a given strip in E, passes 
one and only one surface for which either the fundamental quadratic differential 


form of the homogene affine differential geometry and the affine distance from the 


origine to the surface (given as function of the two parameters of the surface) or 
the fundamental quadratic differential form of the unimodular (no-homogene) affine 
differential geometry and the mean affine curvature are given. This theorem gene- 
ralizes to the affine geometry a result due to Scherrer [Comment. math. Helvetici 
20, 366—381 (1947)]. The proof is based on the construction of a suitable relative . 
differential geometry. Santalo (Buenos Aires). 

Tuganov, N. 6.: Affin-Basis-Linien auf einer Fläche. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, m: S. 69, 499—502 (1949) [Russisch ]. 

Die früher (os: Z»P1. 29, 163) behandelten affin-invarianten Basislinien (a. B. Ti ) 
einer Fläche genügen “iner N der Form 

v TaV3! LbvV? tcV!" Hd=0 

in Asymptotenparametern. Es werden für die Koeffizienten a, b, c, d Bedingungen 
angegeben, welche für die Konfiguration der a. B. L. auf einer Fläche notwendig 
und hinreichend sind und bis auf Affinitäten eine Fläche bestimmen. Mit Hilfe 
der Methode der äußeren Differentialformen von E. Cartan werden die Bedingungen 
aufgestellt, daß sich eine Fläche punktweise umkehrbar eindeutig auf eine zweite 
so abbilden läßt, daß sich dabei die a. B. L. entsprechen. Die Frage führt zu einer 
Klasse von Flächen, die von 12 willkürlichen Funktionen eines Arguments abhängen. 
Verf. findet darin seine frühere Vermutung präzisiert, daß die a. B. L. auf einer 
Fläche die projektiven Eigenschaften der Ebene interpretieren. — A. B. L. zweiter 


Ordnung sind diejenigen Flächenkurven, längs welchen die asymptotischen Tan- 


genten einer der beiden Scharen die uneigentliche Ebene in einer Kurve zweiter 
Ordnung schneiden. Ihre Differentialgleichung (5. Ordnung) wird in affin-invarianter 


a Form angegeben. Zwei Sonderfälle werden betrachtet: 1. Flächen, auf denen die 
vi eine Schar von Asymptotenlinien vermittels ihrer eigenen Tangenten a. Be . 
Ye 2. Ordnung sind ; sie hängen von sechs willkürlichen Funktionen eines Arguments ab. 
- 2, Flächen, auf denen die Asymptotenlinien einer Schar vermöge der asymptotischen 
Tangenten der anderen Schar a. B.L. 2. Ordnung sind; sie sind. bis auf sieben 
willkürliche Funktionen eines Arguments bestimmt. Für beide Flächenklassen 
werden die Bestimmungsgleichungen explizite angegeben. Süss (Freiburg i. Br). 
RN Su, Buchin: Contributions to the projeetive theory of eurves in space of five 
! dimensions. Rev. Univ.nac. Tueumän A 7, 15—79 (1949). 3 
N By means of a geometrical process the author construets certain canonical 
pyramids of reference associated with a point P of a curve J’in S, which enables 
him to obtain certain canonical form of the power series expansions for [. There 
exist a system of ool canonical pyramids of reference (PP, P, P, P, P,) associated 
with a point P of T, each of which is determined algebraically by a point P, onthe 
tangent of T’at P. The loci decribed by the vertices P, of the pyramids when P, 
varies on the tangent at P are investigated. By considering the variation of the 
coefficients in the power series expansions by the most general collineations which 
leave the type of these expansions unchanged the author forms certain projective 
invariants: associated with & generie point P of I‘. In particular he obtains an 
invariant curvature form k du? and four invariant arc elements ®, du‘ (i = 3, 4, 5, 6) 
(which vanish identically for the normal ceurves in S,). The five forms k du?, 6, dw‘ 
determine J'save for a collineation. Finally the author gives a geometrical signi- 
fieance of the canonical pyramids and of the mentioned projective differential inva- 
riants. Santald (Buenos Aires). 
Deeuyper, Marcel: Sur quelques congruences attachees A une surface. J. Math. 
pur. appl., Paris, IX. S. 26, 15—98 (1947). 
Le congruenze di rette di cui trattasi in questo lavoro, in relazione con una 
' determinata superficie S, sono quella dei primi assi di un doppio sistema coniugato 
su S e le congruenze delle direttriei di Wilezynski: illoro studio viene fatto essen- 
zialmente col metodo del riferimento mobile di Cartan. La prima parte dellavoro 
& svolta assumendo come sistema mobile di riferimento il tetraedro M, M, M, M; 
i cui vertici sono elementi consecutivi della successione di Laplace definita dal 
doppio sistema coniugato M, (u, v) su $. Le formule di derivazione relative a detto 
5 tetraedro fanno intervenire — in seguito a opportune normalizzazioni — 14 funzioni 
di wev legate da 12 condizioni di integrabilit& e variabili per cambiamenti dei 
parametri e della normalizzazione: con esse si possono formare 4 invarianti di cui 
’A. si serve per ritrovare le relazioni fra gli elementi focali dei due assi e per deter- 
minare le condizioni di stratificabilitä fra le congruenze deli assi dedotte da una 
successione diLaplace. La fine della parte 1? &interamente dedicata alla ricerca delle 
coppie di superficie aventi gli stessi primi assi rispetto a un doppio sistema coniugato 
comune: si prova che dette coppie dipendono da 10 funzioni arbitrarie di una varia- 
bile. Nella parte seconda I]’A., abbandonando momentaneamente l’uso del 
riferimento mobile, si occupa di due problemi. Nel primo, data la superficie 8 e 
una congruenza (' ad essa associata, si cercano su S i doppi sistemi coniugati che 
ammettono C' come congruenza dei primi assi. Il problema dipende da un sistema 
ai differenziali totali, del tipo di Riccati, che puo ammettere 0,1,2 o infinite 
soluzioni: nel dare esempi dei diversi casi l’A. prova che quelli relativi a superficie 
rigate rientrano nell’ultimo caso e dimostra che a una qualsiasi superficie S si puö 
associare un’infinita di congruenze tali che eiascuna sia congruenza dei primi assi 
per due sistemi coniugati distinti traceiati su $. Il secondo problema, consistente 
nel cercare superficie e doppio sistema coniugato per cui una data congruenza 0 
sia ottenibile come congruenza dei primi assi, viene sviluppato a fondo nel caso in. 


9233. 


 eui C e una congruenza lineare: sulle superficie piü generali soluzioni del problema 
(dipendenti da 4 funzioni di una variabile) le curve del reticolo che ammette C come 
 congruenza dei primi assi appartengono a complessi lineari rispetto ai quali le di- 
rettriei di C' sono coniugate; vi sono perö soluzioni speciali (dipendenti solo da 
302 funzioni arbitrarie di una variabile) per le quali nel doppio sistema coniugato 
che ammette C come congruenza dei primi assi uno o entrambi i sistemi sono formati 


da curve appartenenti tutte ad uno stesso complesso lineare. La parte terzatratta , 


delle congruenze formate dalla 1? e 2% direttrice di Wilezynski relative a un punto 
M di una superficie $ riferita al tetraedro normale di Cartan. L’A. estende certi 
risultati di Godeaux [Acad. Belgique, Bull. Cl. Sci. 14, 335—345 (1928)] relativi 
agli elementi focali delle direttriei e li utilizza nello studio delle coppie di superficie 
aventi le stesse prime e seconde direttriei di Wilezynski, nonche delle coppie di 
superficie tali che le prime e .seconde direttriei dell’una siano rispettivamente 
‚seconde e prime direttrici dell’altra. P. Buzano (Torino). 


Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


Aleksandrov, A. D.: Grundzüge der inneren Geometrie der Flächen. Doklady 2 
Akad. Nauk SSSR, n. S. 60, 1483—1486 (1948) [Russisch]. . ir 


=’ L’A. montre comment on peut definir intrinsequement les notions habituelles: 
longueur d’une courbe, angle de deux courbes, aire d’un triangle, aire limitee par 
une courbe, courbure d’une courbe, courbure totale d’une aire, pour une multiplieite 
a deux dimensions sur laquelle on a pu, & priori, definir les geodesiques. On appelle 
lignes minimales les courbes qui ont la plus petite longueur parmi les courbes qui 
ont les m&mes extr&mites. Par triangle ABO, on entend un domaine limite par trois 
minimales r&unissant (B, O), (©, A), (4, B). Soient deux courbes de la multiplieite 
R issues du point O, que nous appelons Z, M et prenons sur elles, deux points X, Y 
voisins de O; nous construisons le triangle O X Y et mesurons l’angle en Ode ce 
triangle; la limite superieure de cet angle, quand X, Y tendent vers O est appelee 
angle y de ces deux courbes. Pour un triangle 7’ = ABC, nous appelons «, ß, y 
ses angles et par definition l’exces de ce triangle est (« +ß +y—r) = w. Pour 
chaque multiplieite compacte @ CR, il existe un nombre »(@), tel que pour toute 
decomposition de @ en un nombre fini de triangles n’ayant deux & deux aucun 
point commun, N |»(T,)| <»v(@). Nous dirons alors que R ou sa mötrique a une 


( 
courbure bornee. La metrique o de R est dite polyedrique si chaque point de R 
possede un domaine environnant isometrique & un cöne. Ceci revient & dire que la 
multiplieit& @ peut &tre d&composee en un nombre fini de triangles sans point commun 
(interieurs) & deux quelconques d’entre eux, isom6triques & des triangles plans. 
Si Ra une mötrique polyedrique, prenons sur R un point A et soit 9 l’angle total 
du cöne isomötrique & !’environ de A: la difference »(A) = 2m — 6 est la courbure 
du point A. La courbure absolue de la multiplieite @C R est definie comme la 
somme des courbures de tous les points de @: si @ est une multiplicit& compacte, s& 
courbure est finie. L’A. suppose que @ etant une multiplieit& ouverte dans R, 
on imagine des triangles contenus dans @, sans points communs deux & deux (in- 
terieurs): il appelle &*(G) la limite sup@rieure de la somme des exces positifs de ces 
“triangles, &-(G) la limite superieure de la somme des valeurs absolues des exces 


negatifs, et pour toute MCR, definitt @*(M) = inf o*(@), @=(M) = int @"(@): 
G>M G>M 


les fonctions w*, & ont une valeur finie pour une multiplieite compacte, ne sont 
pas negatives, sont complötement additives dans un anneau bor@lien de multi- 
plieites. Si l’exces de tout triangle dans R est nul, la mötrique de R est localement 
euclidienne. L’A. indique ensuite les applications faites par lui & la theorie des 
multiplicitös convexes, pour lesquelles l’oxces de chaque triangle est positif ou nul. 
B. Gambier (Paris). 
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Barisoy, Ju. E.: Kurven auf vollständigen zweidimensionalen Mannigfaltig- 


keiten mit Rand. Doöklady Akad. Nauk SSSR, n.'8. '64, 9-12 (1949). 


Die vorliegende Arbeit bewegt sich im Rahmen der durch die Arbeiten von 


Hopf und Rinow angeregten Differentialgeometrie im großen, die sich mit Fragen 


2 


der Existenz und des Verlaufs von geodätischen Linien, der Totalkrümmung usw. ; 


auf vollständigen differentialgeömetrischen Mannigfaltigkeiten beschäftigt, d. h. 
solchen, die, kurz gesagt durch möglichst weitgehendes Aneinanderheften lokaler 
Differentialgeometrien erklärt sind. Auf diesem Gebiet liegen einige neuere russische 
Arbeiten vor, insbesondere eine Schrift von A.D. Aleksandrov [Innere Geometrie 
konvexer Flächen, Moskau-Leningrad (1948)]. Die vorliegende Arbeit überträgt 
nun die Untersuchungen von Aleksandrov, die sich auf nicht berandete Flächen 
bezogen, auf den Fall, wo eine Randkurve vorhanden ist. Die Sätze, die hier 


ohne Beweis angegeben sind, betreffen die Erklärung des Winkels zwischen 


Geodätischen, die Existenz Geodätischer in einer einseitigen Umgebung gegebener 
Bögen, Sätze von der Art des Gauß-Bonnetschen für Polygone usw. Diese Unter- 


suchungen schließen sich auch eng an die in deutscher Sprache geschriebenen Arbeiten 


von Cohn-Vossen an, der in seinen letzten Lebensjahren ersichtlich diese Fragen 
in Rußland stark gefördert hat [Cohn-Vossen, Compositio math. 2, 69—133 (1935) 
und Mat. Sbornik, n. S. 1, 139—163 (1936); dies. Zbl. 11, 225, 14, 276]. Burau. 
 Bompiani, E.: Über das Theorem von F. Sehur in der Riemannschen Geometrie. 
Math. Z., Berlin 52, 623—626 (1950). N 
The author gives an elegant new proof of the theorem of Schur on spaces of 
constant curvature. If the 2-plane determined by the unit orthogonal vectors 
&, mt of a n-dimensional Riemannian space (n > 3) displaces ös by Levi-Civita’s 
paralleliism along the direction ©, the variation of the Riemannian curvature 
K= Ras "mt Eis öK — (A, Rynns &® nt En? Ö') ös where A, means covariant 
differentiation. From here one deduces that given two points zand x + öx, there 
exist always 2-planes through x [which form a (n— 1)-dimensional cone of second 
degree] whose corresponding Riemannian curvatures do not change by parallel 
displacement to x + öx. The theorem of Schur follows then immediately. The 


author gives also a geometrie proof of the theorem that a hypersurface in euclidean 


n-space can not have constant negative curvature. Santalo (Buenos Aires). 


 Willmore, T. J.: Mean value theorems in harmonie Riemannian spaces. J. 
London math. Soc. 25, 54—57 (1950). 


A Riemannian space V, with positive definite metric is called centrally har- 


_ monic with respect to a point Pif the generalized Laplacian A,s = g'’s,,, of the 


geodesic arc s measured from P is a function of salone, i.e. if Ays = x(s). A space 
is completely harmonic if it is centrally harmonic with respect to allits points. The 


author proves the theorem: In a space centrally harmonie with respect to P, the 


mean value of every harmonie function u (i.e. A,u = 0) over every geodesie sphere 
of centre P is equal to the value at the centre. He proves also the two converses: 
a) If wis a function of position with continuous second derivatives in a,completely 
harmonie V, such that the mean value of u over every geodesic sphere is the value 
at the centre, then 4 is harmonie in V,; b) If the mean value of every harmonie 
funetion over the surface of every geodesic sphere centre Pis equal to the valueat P, 
then V,, is centrally harmonie with respect to P. Santalo (Buenos Aires). 

Castoldi, L.: Attorno a un „teorema della divergenza‘“ per tensori qualunque 
negli spazi di Riemann. Atti Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. fis. mat. natur., 
VIII. S. 4, 395—398 (1948). 

Verf. überträgt die bei der elementaren Einführung des Divergenzbegriffes 
übliche physikalische Redeweise auf allgemeine Riemannsche Mannigfaltigkeiten Y3 
und Tensorfelder p-ten Grades 7). Sei divy; TO =A, Tarisiierin und o 


. 


Ne Var a ERS 
‚die (n— 1)-dimensionale Oberfläche eines n-dimensionalen Bereiches 8, ferner x der 
 Normalenvektor der Begrenzungsfläche, so gilt das Divergenztheorem (Gaußscher 
Integralsatz): 
} IV D = 
| [tivi 7 ds = J(TW, 7) do. Weise‘ (Kiel 
Castoldi, L.: Applieazioni dei teoremi generalizzati della divergenza e di Stokes 
al calcolo delle derivate sostanziali di integrali multipli negli spazi di Riemann. Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. S. 4, 398-402 (1948). 
| Verf. verallgemeinert unter Verwendung der Integralsätze von Gaußund Stokes 
zwei bekannte Formeln aus der Mechanik der deformierbaren Medien auf Tensor- 
felder in einem n-dimensionalen Riemannschen Raum V,. Ist X) ein kontra- 
varianter, Tensor p-ten Grades, x der Normalenvektor einer (n — 1)-dimensionalen 
Fläche S, v der Vektor eines Geschwindigkeitsfeldes, so gilt für die zeitliche Änderung 
des Flusses des Tensors X) (bezüglich des k-ten Index) durch die sich zeitlich und 
örtlich ändernde (n — 1)-dimensionale Fläche 8: 


od arte, | ; 
dt Jw.nu Be: Al 7 + iv X u +1 jmroton ut» , z) ds. 
Ss Ss 


Ist’ ferner 1m) der tangentiale m-Einheitsvektor an eine m-dimensionale Fläche $; 
so gilt für die zeitliche Anderung der Zirkulation eines Tensors X) Jängs der sich 
zeitlich und räumlich ändernden m-dimensionalen Fläche S die Beziehung: 


2 [ (Km), zn) ) dS 
s 


[ex . EN ER 
= er I Im in m— 1) ‘rot Xm), vo} SIE (— irn m) grad (Km), | ; m) ds 3 
Weise (Kiel). 

Varga, 0.: Vektorfelder, deren kovariante Ableitung längs einer vorgegebenen 
Kurve verschwindet. Hung. Acta Math. 1, 1—3 (1949). 
| Als Ersatz für ein Parallelfeld in einem Riemannschen Raum V,, betrachtet 
 Verf.ein Vektorfeld, welches in folgender Weise konstruiert wird: Denkt man sich 

den Vin einen euklidischen Ry eingebettet und die längs einer vorgegebenen Kurve 
' C umbeschriebene Torse in einen R, abgewickelt, so hat jedes Parallelfeld im R, 
nach Rückübertragung auf den V,, die Eigenschaft, daß seine kovariante Ableitung 
längs C verschwindet. Die Konstruktion dieses Feldes erfolgt durch sukzessive 
Integration von Systemen gewöhnlicher von Parametern abhängiger Differential- 
' gleichungen. Weise (Kiel). 

Schouten, J. A.: Der Liesche Differentialoperator. Actual. Math. Centrum, 
Amsterdam, Rapport ZW 1949, 010, 6 8. (1949) [Holländisch |. 

Für eine n-dimensionale Punktmannigfaltigkeit X, werden topologische Trans- 
formationen der Koordinaten und die damit gegebenen Transformationen von 
Vektor- und Tensorfeldern erklärt. Ist in X, eine eingliedrige infinitesimale Trans- 
formation 7, durch das kontravariante Vektorfeld vi gegeben x’ — x -- vi dt, so sind 


ot 0a, E wi ob! £ 
(- dd — — —— ”) dt! und (" — — — ı) dei 


‚0%, 0x, 0x, 0%, 


zwei, aus a, bzw. b’. abgebildete lineare Differentialformen, die „Differentiale von 
- Lie“‘ genannt werden. Analog für Tensoren mit ‚mehr Indizes. Ist in der akt, überdies 
eine lineare Übertragung gegeben, so ergeben sich weitere Differentialformen. Dies 
wird mit einigen Beispielen aus der Krümmungstheorie illustriert. Weitzenböck. 
Levine. Jack: Fields of parallel veetors in eonformally flat spaces. Duke math. 


J. 17, 1520 (1950). 


3 
M 


The author investigates the conformally flat spaces O,(p,q) m >3) which 


admita setof r=p-+.g fields of parallel vectors, of which p are non-nulland qg 


are null veetors. From some results of Ficken [Ann. Math., Princeton, II. 8. 40, 


892—913 (1939); this Zbl. 23, 377] one deduces that if r>1 the C,(p, is 23 
flat space and hence the only possibilities are 0, (0, 1) and C,(1, 0). For a 0,(1,0) 7 
the following properties are shown: 1) it is of elass one (itis a spherical hypercylinder 


in a flat 8,,,); 2) it is a symmetrie Cartan space; 3) the scalar curvature R is a 
non-zero constant. In addition the author obtains that the necessary and sufficient 


ur 


conditions for a conformally flat space to admit exactly one field of parallel vectors 


are: 
a) T,, Ton TirTı = Bm VA; (Ri(n— 1); Rs; F9- 


hijk, m M 


-0, b) R 


Ws 


The condition b) means that the space is a space of recurrent eurvature [according 


to H. S. Ruse, Proc. London math. Soc. (2) 50, 438—446 (1948)]. Finally some 


geometric properties of the C',(1, 0) are obtained involving its second fundamental 
form. Santalo (Buenos Aires). 


Cossu, Aldo: Proprietä di eurvatura di una partieolare elasse di varieta a 


eonnessione affine. Atti Accad. naz. Lincei, Rend. Cl. Sei. fis. mat. natur., VIIT.S. 


6, 702—707 (1949). 
In einem affinzusammenhängenden Raum 4, kann einer durch dx“, 6x" bestimm- 


ten 2-Stellung vermöge (1)e De — Rio. &* dx? dx” (Ro, ist der Krümmungs- | 
affinor des A,) eine „Krümmungsrichtung‘“ (direzione di curvature) zugeordnet | 
für die die Krümmungsrichtung stets der 


werden. Verf. untersucht diejenigen A 


n 


gegebenen 2-Stellung angehört. In diesem Falle muß für den Krümmungsaffinor 


ee...» 1 y v 
Raoy == na (Ö% Ra, .0% Ra) 

gelten, wobei Ru. der Riceische Affinor Ru„= Rio. ist. Unter der Voraus- 
setzung, daß der Rang des Ricci-Affinors n ist, kann einem Vektor &* mit Hilfe des 
kovarianten Vektors (2) Au—= Ru„&" eine (n— 1)-Stellung zugeordnet werden. Es 


ergibt sich dann, daß die Krümmungsrichtung der Schnitt der (n — 1)- und 2-Stellung 


ist. Falls die 2-Stellung parallel zur (a — 1)-Stellung ist, verschwindet der durch 
(1) bestimmte Ausdruck. Die Untersuchung weiterer Eigenschaften der fraglichen 


A, ist durch diejenige Korrelation bestimmt, die sich auf Grund der Gleichungen (2) ° 


definieren läßt. Durch (2) wird ja jeder Richtung &“ eine durch A, bestimmte 


(n— 1)-Stellung zugeordnet. Bei dieser Betrachtungsweise ergibt sich u.a.eine 
sehr hübsche Deutung des Riccikegels R,„dx® dx“ — 0. Betrachtet man nämlich 
die beiden Inzidenzgebilde der Korrelation, so ist der Riceikegel /’"der Ort derjenigen 


&*, die mit den zugeordneten (n — 1)-Stellungen in vereinigter Lage sind. Verf. 
zeigt nun, daß /"der Ort derjenigen Richtungen £* ist, die dadurch ausgezeichnet 
sind, daß in bezug auf jede durch sie gehende 2-Stellung ein absoluter Parallelismus 
in folgendem Sinne existiert: Betrachtet man eine infinitesimale, in der 2-Stellung 
liegende und durch den Anfangspunkt von £* gehende Kurve, so wird die Krümmungs- 
richtung von 8" zu £* parallel. Es werden weiter entsprechende Fragestellungen 


Am 


für die zu einem kovarianten Vektor gehörige Krümmungsrichtung behandelt. Ab- 


schließend wird der Fall eines symmetrischen A, betrachtet. In diesem Falle wird 
die Korrelation (2) zu einer Polarität. | O. Varga (Debrecen). 


Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde: 


Haupt, Otto: Kontinua von r-ter Ordnung im projektiven n-dimensionalen - 


Raum. Math. Ann., Berlin 121, 41—51 (1949). 


’ * . 
L’A. poursuit ses recherches sur l’ordre faible dans l’espace projectif Aändimen- 


sions R, (ce Zbl. 32, 312). L’artiele pr6sent est consacre A l’etude topologique des 


rien = 
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 continus & de R, d’ordre (sous-entendu: ponctuel faible) = n, les caracteristiques 
. d’ordre &tant les hyperplans Z,_, de R,; les r6sultats en furent annonces ante- 
rieurement (voir ce Zbl. 32, 430). Le premier paragraphe de caractere preliminaire 
traite de relations entre ordre et rang pour des continus CE de R, d’ordre fini. Une 
technique anterieure d’etude de la variation locale de l’intersection d’un C avec L,_, 
est de nouveau utilisee, l’interöt se portant sur les proprietes de discontinuite et ’ordre 


lineairede &-L,_,. Propositions: SPO(C) >R(C). Supposant R(C)—n et posant 


SPO(E) = p, pour tout sous-continu T de CE de rang t (1I<i <n), SPO(T) est 
<Zp—nH--t. L’ordre de ramification d’un point V de &est <2p. Le second para- 

graphe aborde l’analyse de la structure des continus Etels que R(E) = SPO (EC) = n. 

En un point de ramification Y deux nombres My et Ry sont definis ainsi: My est 

le nombre des points d’intersection de € avec les Z,_, passant par V et ayant une 

intersection finie avec C&; Ry est le rang maximum des intersections EL,_, de & 

par les Z,_, contenant V et ayant My, points communs avec & (hyperplans maximaux 

en V). Pour cesnombres valent les inegalites: 1< My<3n+1 et O<Rr<n—2. 
Suit une &tude de la structure de l’intersection D’ de C avec-un hyperplan maximal 

en V d’ou resulte le theoreme: Le nombre des points de ramification de € admet 

une borne superieure a, ne dependant que de n. Par consequent E est une courbe 

ordinaire au sens de Menger c’est-ä-dire une union d’un nombre fini d’arcs ayant 

deux & deux en commun au plus des extr&mites. Chr. Pauc (Le Cap). 


Buzano, Piero: La geometria integrale. Archimede, Firenze 2, 45—-52 (1950). 
Bericht über einige Untersuchungen über geometrische Wahrscheinlichkeiten 
(„Integralgeometrie‘‘), insbesondere über das Maß von Geraden in der Ebene nach 


Crofton und einen damit zusammenhängenden Beweis der isoperimetrischen 


Haupteigenschaft des Kreises nach Santalo. W. Blaschke (Hamburg). 


Rezek, Joseph: A eontribution to embraeing the basie eonceptions of the integral 
geometry within the seope of ideas of Lie’s group theory. Casopis Mat. Fys., Praha 
%5, 17-26 und tschechische Zusammenfassg. 26 (1950). 


Es handelt sich um einen Auszug einer Dissertation, die 1938 unter Leitung 
von L. Berwald in Prag entstanden ist. Für eine Liesche Gruppe werden nach 
H. Poincar& Integralinvarianten eingeführt. Für gewisse Gruppen und zwei ver- 
schiedene ihrer Darstellungen wird eine ‚„‚Dualität“ erklärt. Unter Anwendung auf 
die Bewegungsgruppe in der Euklidischen Ebene und im Euklidischen Raum wird 
gezeigt, daß die so erklärte ‚„‚Dualität“ mit der üblichen Zuordnung Punkt— Gerade 
oder Punkt— Ebene im wesentlichen übereinstimmt. W. Blaschke (Hamburg). 


Rademacher, Hans and I. J. Sehoenberg: Helly’s theorems on convex domains 
and Tschebyscheff’s approximation problem. Canadian J. Math. 2, 245—256 (1950). 


E. Helly [Jber. Deutsche Math. Verein. 32, 175—176 (1923)] hat bewiesen: 
1. Wenn von m >n konvexen Mengen in einem n-dimensionalen Raume je n +1 
einen gemeinsamen Punkt haben, dann haben sie alle einen gemeinsamen Punkt. 
2. Entsprechendes gilt für eine unendliche Familie solcher Mengen, wenn diese abge- 
schlossen sind und außerdem irgendeine endliche Unterfamilie mit beschränktem, 
nicht leerem Durchschnitt existiert. Diese Sätze werden von den Verff. neu bewiesen 
und angewandt. Bedeutet E den n-dimensionalen Koeffizientenraum der Polynome 
P(x) vom Grade <n, M eine beliebige beschränkte Menge reeller Zahlen, f(x) eine 
in M definierte beschränkte reelle Funktion und werden mit N, die Teilmengen 
von M, die aus je n + 1 Punkten bestehen, bezeichnet, dann ergibt der auf E 
angewandte 2. Hellysche Satz: 


inf sup |f(x)— P(x)| = sup inf sup |f(x) — P(x)| = (ar) — P*(zp)| 
EM v E N, 
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für jedes xz eines geeigneten N,, wobei P*(x) ein nicht eindeutig bestimmtes best- 4 
approximierendes ‚P(x) ist. Ferner werden folgende Sätze mit der Hellyschen Me- 
thode neu bewiesen und verallgemeinert: a) Wenn von m Strecken auf m parallelen 
Geraden der Ebene je 3 von geeigneten Geraden getroffen werden, so gibt es eine 
Gerade, die sie alle trifft (Dresher und Harris). b) Im EZ, liegen endliche Mengen 
S und 8’; jede aus rn + 2 Punkten bestehende Menge TCSU S’ wird von einer 
geeigneten 7 nicht treffenden Hyperebene in SNT und S’NT zerlegt; dann 
gibt es eine Hyperebene, die ebenso SU 8’ zerlegt (Kirchberger). In einer 
Nachschrift wird angegeben, daß L. A. Santal6ö [Publ. Inst. Mat. Rosario 3, 133—156 
(1941); dies. Zbl. 26, 260], Satz a)'ausgiebig behandelt und dort einen auf Hellys 
Satz gestützten Beweis von J. Rey Pastor zitiert hat, ferner daß ein zur Verall- 
gemeinerung von b) herangezogener Satz von Me. Coy und Dines eine Folgerung 
der Steinitzschen Untersuchungen [Bedingt konvergente Reihen und konvexe 
Systeme II, J. reine angew. Math. 144, 1—40 (1914)] ist. F. W. Levi (Bombay). 


 Sehmidt, Erhard: Der Brunn-Minkowskische Satz und sein Spiegeltheorem sowie: 
die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel in der euklidischen und hyperbolischen 
Geometrie. Math. Ann., Berlin 120, 307—422 (1948). , 
Let K be a bounded, closed, non void set of points in the euclidean or hyperbolie 
n dimensional space. Let K, be the locus of the points whose distances to K are 
<h, and let K% be the locus of the points whose distance to every point of K 
is <h. Let r, r,, r% be the radii of the spheres whose volumes equal respectively 
those of K, K,, K®%. The main purpose of the paper is to prove the inequalities 
.7,2r+h (Brunn-Minkowski inequality, well known when K is a convex body) 
and r®% <h—r (called the ‚Spiegeltheorem“, which contains the inequality 
2r <d, where dis the diameter of K); in both cases the equality holds only if K 
is an dimensional sphere. The inequality r® <h—r is shown to be equivalent 
to prove that given Ä,, K, (bounded, closed, non void sets), if r,, r, denote the radii 
of the spheres with the same volume that X,, K, and D(K,, K,) denotes the upper 
limit of the distances between a point of K, and a point of K, we have 
71, +r, SD(K,,K,). Analogously, the Brunn-Minkowski inequality is equivalent 
to prove that if X, is contained in X, and ö(K,, K,) denotes the lower limit of the - 
distances between a point of X) and a point of K,, the inequality n—r, >6(R,K,) 
holds, where X, denotes the complementary set of K,. — The proofs are based on 
symmetrization about a straight line g (in the hyperbolie case beside g it is necessary 
to give a fixed plane E normal to g) and by induction from n=1. — From the 
Brunn-Minkowski inequality the isoperimetric inequality for bounded, closed, non 
void sets X in the euclidean or hyperbolie space is deduced; the area is defined by 
O(K) = lim inf (V (K,)— V (K))/h (kh —0). If J,(R) denotes the volume ofthendi- - 
mensional sphere of radius R (which has different values in the euclidean or hyper-. 2 
bolie space) the obtained „linear“ isoperimetrie inequality is 
(*) 0 R) + In (B)IR) (P — Jn(R)) 
which holds for a particular R >0O; accents denote derivatives with respect to R. 
For instance, for the euclidean case (*) takes the frrm OR >(n—1)V + X, 23 
(#%„ — volume of the n-dimensional euclidean unit sphere) which generalizes the in- 
equality of Bonnesen (rn = 2) and contains the classical isoperimetric inequality 
O0" >n" x, V"1. The equality holds only for the sphere under the assumption that 
the set K has no points P for which a sphere S(P; e) of center P and radius & exist 
such that the intersection S(P, e) s K is of zero volume. — In the last part of the 
paper some formulas of the hyperbolie geometry needed in the text are obtained. 
The paper contains also several lemmas and remarks the most part of which con-- 
stitute interesting propositions by themselves. Santalö (Buenos Aires). 
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. Angewandte Geometrie: 


Wunderlich, Walter: Über die Böschungslinien auf Flächen 2. A 
S.-B. Akad. Wiss. Wien, math.-naturw. Kl. ITa 155, 309—331 (1947). 


Die Tangenten t einer Böschungslinie k (Kurve konstanter Steigung) treffen 


‚einen Fernkreis c. Liegt k auf einer nicht ausgearteten Fläche zweiten Grades ®, 


so führt die Polarität bezüglich ® jede Kurventangente tin die konjugierte Flächen- 


tangente t über. t berührt den dem Fernkreis c entsprechenden Kegel oder Zylinder 
zweiter Ordnung /‘. Sein Scheitel O ist der (eigentliche oder uneigentliche) Mittel- 


. punkt von ®. Die Tangentialebenen von ]' schneiden ® nach einem Kegelschnitt- 


system ©. Die Böschungslinien k auf ® und die Kegelschnitte von © bilden ein 
konjugiertes Kurvennetz. — Durch Zentralprojektion aus O auf eine geeignete 


 Bildebene x erhält man aus den Böschungslinien von ® Evolventen des Spurkegel- 


schnittes von /‘. Hierbei erfolgt die Evolventenbildung im Sinne einer nichteukli- 
dischen Metrik (Cayley-Klein), die auf dem scheinbaren Umriß von ® als abso- 
lutem Kegelschnitt fußt. Für Paraboloide tritt ein Zerfall dieses Kegelschnittes ein 
und wir erhalten eine parabolische Metrik, im besonderen eine euklidische Metrik, 
wenn 7 zyklische Ebene eines elliptischen Paraboloides ist. — Vom euklidischen 
Stsndpunkt aus können entsprechend der gegenseitigen Lage von c und © zahl- 
reiche Unterfälle betrachtet werden. Bemerkenswert ist der Fall doppelter Berüh- 


rung, dessen Darstellung elementar möglich ist; hier ergeben sich auch bekannte 
. Sätze von Serret und Enneper über die Böschungslinien der Kugel als Sonder- 


fälle. — Die Böschungslinien der ausgearteten Flächen ® (Kegel und Zylinder) 
müssen gesondert behandelt werden. — Verf. führt seine Betrachtungen meist rein 
geometrisch, versäumt jedoch nicht, auch die analytischen Hilfsmittel anzugeben 
und in Sonderfällen und Beispielen anzuwenden. H. R. Müller (Graz). 


Wunderlieh, Walter: Über die Sehleppkurven des Kreises. Österreich. Akad. 


 Wiss., math.-naturw. Kl., S.-B., IIa 156, 155-173 (1948). 


Die Traktrizen einer ebenen Kurve g zur Schleppstreckenlänge l! können als 
orthogonale Trajektorien der Schar kongruenter Kreise aufgefaßt werden, die mit 
dem Radius /! um die Punkte von g beschrieben sind. Ist im besonderen g ein Kreis 
vom Radius a, so lassen sich 3 Typen von Kreistraktrizen unterscheiden, je nachdem 
a<1. In gleicher Weise können Schleppkurven auf einer Kugel als orthogonale 
Trajektorien einer Schar kongruenter Kugelkreise erklärt und im besonderen die 
sphärischen Kreistraktrizen betrachtet werden. Letztere gehen durch stereographi- 
sche Projektion aus einem der sphärischen Mittelpunkte des Grundkreises g in ebene 
Kreistraktrizen über ;der Sonderfall ! = x/2 liefert auf der Einheitskugel sphärische 
Evolventen. — Die Zentralprojektion einer sphärischen Kreistraktrix aus ihrem 
Hauptpunkt (gemeinsamer Punkt der Kreisschar:Ebenen) auf eine Ebene ergibt 
eine Kreisevolvente im Sinne jener Cayley-Kleinschen Metrik, die auf dem Kugel- 
umriß als absolutem Gebilde fußt. Ja noch allgemeiner: Erfolgt die Projektion aus 
einem beliebigen Punkt, so erhält man Kreistraktrizen im Sinne dieser nicht-eukli- 
dischen Geometrie. — Verf. behandelt insbesondere den Zusammenhang der Kreis- 
traktrizen mit den Böschungslinien auf Drehflächen zweiten Grades mit lotrechter 
Achse und findet als Zentralprojektion einer solchen Böschungslinie aus einem all- 
gemeinen Achsenpunkt auf eine waagerechte Bildebene eine nicht-euklidische Kreis- 
traktrix. (Die Metrik gründet sich wiederum auf den scheinbaren Umriß der Fläche.) 
— Auch die Auffassung jeder euklidischen Kreistraktrix (@ =!) als nicht-euklidische 


| Kreisevolvente im Sinne der auf den Hauptkreis der Schleppkurve begründeten 


Poineareschen Geometrie wird gegeben. — Schließlich werden auch noch die Evoluten 
der Kreistraktrizen untersucht und gedeutet. — Einige saubere Konstruktionen von 
Kreistraktrizen verschiedenen Typus bereichern die Abhandlung. H. R. Müller. 


- hier ein Verfahren zur Konstruktion des perspektiven Umrisses u einer durch den 


der Schraubfläche als Schnittpunkte der s zugeordneten Raumkurve 4. Ordnung s 


durchsichtigem Millimeterpapier als zusätzliches Zeichenhilfsmittel. Die Konstruk- 


' Wiss. Wien, math.-naturw. Kl., IITa 156, 233—246 (1948). 


Palm, F. W.: Über den Perspektivumriß einer. allgemeinen Schraubfläche. 
Österreich. Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., 8.-B., Ila 157, 63—78 (1949). N 
Verf., der bereits in zwei früheren Arbeiten dieses Thema behandelt hat, gibt 


Meridian e gegebenen Schraubfläche ®. Durch eine Abbildung der Bahnschraub- :: 
linien s erhält man die auf einer solchen liegenden Punkte P des wahren Umrisses 


mit der von der Meridiantangente in P erzeugten geschlossenen Regelschraubfläche. 
Die praktische Lösung dieser Aufgabe wird durch eine weitere Abbildung des Punkt- 
raumes durch zugeordnete Schraubrisse (Schraubriß Ps und Schraubgrundriß P’s), 
einer Verallgemeinerung des Zweibilderverfahrens, erreicht unter Verwendung von 


tion kann so vereinfacht werden, daß sie den Anforderungen des praktischen Kon- 
struierens gerecht wird. Rudolf Ludwig (Braunschweig). 
Krames, Josef: Über Parallaxeneigenschaften windschiefer Geraden. S.-B. Akad. 
Wiss. Wien, math.-naturw. Kl., IITa 156, 219—232 (1948). v 
Verf. gibt eine Verallgemeinerung des für die gegenseitige Orientierung von 
Luftaufnahmen wichtigen Begriffes der ‚„Vertikalparallaxe‘“‘ zweier zugeordneter 
Zielstrahlen, indem er unter Parallaxe zweier windschiefer Geraden in einer be- 
stimmten Raumrichtung r, deren Abstand, gemessen auf ihrer zu r, parallelen ge- 
meinsamen Transversalen, versteht. Die hier zutage tretenden Parallaxeneigen- 
schaften solcher Geradenpaare sind invariant gegenüber allgemeinen Raumaffini- 
täten, wobei die Paare als starre Gebilde und wie Vektoren beliebig im Raum ver- 
schiebbar zu denken sind. — Verf. zeigt, daß, wenn irgend zwei Paare windschiefer 
Geraden gegeben sind, es immer ool einer Stellung angehörende Raumrichtungen 
gibt, in denen beide Paare gleiche Parallaxen aufweisen oder allgemeiner ein gegebenes 
Parallaxenverhältnis haben. Für diese wird auch eine einfache geometrische Kon- 
struktion angegeben. Ferner werden die allgemeinen Geradenpaare charakteri- 
siert, die in jeder Raumrichtung gleiche Parallaxen aufweisen. Nebenbei werden 
auch einige naheliegende Anwendungen der gewonnenen Ergebnisse auf die Strahlen- 
paare zweier Sehstrahlenbündel hervorgehoben. M. Piazzolla Beloch (Ferrara). 


Krames, Josef: Parallaxeneigenschaften zweier Sehstrahlbündel. S.-B. Akad. # 


en 


u rk a 


In der vorliegenden Arbeit werden bisher noch nicht bekannte Parallaxeneigen- ” 
schaften zweier Bündel konjugierter Sehstrahlen nachgewiesen, die für die gegen- 
seitige Orientierung von Luftaufnahmen wichtig sind Es wird bewiesen, daß zwei 
starre Bündel konjugierter Sehstrahlen in jeder beliebigen Lage 00? Paare von 
Strahlen enthalten, die in einer beliebig angenommenen Raumrichtung eine vor- 
gegebene Parallaxe P haben, und zwar schneiden sich die damit einander zugeord- . 
neten Strahlenpaare, in die Ausgangslage zurückgeführt, stets in den Punkten einer 
orthogonalen Regelfläche zweiten Grades QP; läßt man P alle möglichen reellen 
Werte durchlaufen und betrachtet man weiterhin dieselbe Anfangs- und Endlage 
der. beiden Bündel, so erfüllen die zugehörigen Flächen QP ein lineares Bündel, 
dessen Grundkurve im allgemeinen aus einem geraden kubischen Kreis und einer 
seiner Sehnen besteht. — Diese Ergebnisse ändern sich nicht wesentlich, wenn die 
beiden Bündel bloß infinitesimalen Verlagerungen unterworfen werden. 

M. Piazzolla Beloch (Ferrara). 

Ledersteger, Karl: Theoretische und numerische Studien zur genäherten Ab- 
leitung eines bestansehließenden Ellipsoids für Europa. Österreich.: Akad. Wiss., 
math.-naturw. Kl., 8.-B., IIa 156, 469—566 (1948). 


Das in den europäischen Triangulierungsnetzen vorliegende umfangreiche astronomische 
und geodätische Material wird zur Ableitung des bestanschließenden Rotationsellipsoid verwertet. 
Da die direkte Lösung bei großräumigen Netzen mit außerordentlichem Rechenaufwand verbunden - 
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ist, geht Verf. schrittweise vor, indem er zunächst die nach geometrischen Bedingungen aus- 

. geglichenen Netze auf dem vorgegebenen Ellipsoid so lagert, daß die Quadratsumme der Lot- 

 abweichungen und der restlichen Laplaceschen Widersprüche ein Minimum wird, und dann die 
Ellipsoidparameter so bestimmt, daß die geodätischen Werte sich den astronomischen Beobach- 
tungen möglichst gut anpassen. Im theoretischen Teil wird einleitend das Problem der absoluten 
Lagerung und Orientierung eines Dreiecksnetzes erörtert und ein vom Verf. entwickeltes, prak- 
tisch bewährtes Näherungsverfahren beschrieben, das durch Einführung geeigneter Näherungs- 
werte für die Orientierungselemente die Auflösung der Normalgleichungen umgeht und mit 
einem Bruchteil der Rechenarbeit zum selben Ergebnis führt wie die strenge Lotabweichungs- 
ausgleichung. Das so erhaltene Lotabweichungssystem erfüllt bei einer nachträglichen Änderung 
der Ellipsoidparameter im allgemeinen nicht mehr die Minimumbedingung. Verf. zeigt, daß das 
beim Ellipsoidübergang neu entstehende Lotabweichungssystem seinen Minimumcharakter be- 
hält, wenn man an Stelle des willkürlichen Triangulierungshauptpunktes den Schwerpunkt des 
von den astronomischen Stationen gebildeten Punktfeldes als Nullpunkt wählt. Auf diese In- 
varianz der Schwerpunktkorrektionen gründet der Verf. zwei Verfahren zur Bestimmung des 
bestanschließenden Ellipsoids. Das erste stützt sich auf partielle Lotabweichungssysteme eines 
geodätisch zusammengeschlossenen Netzgefüges. Der Netzverband wird iv zwei Teilnetze zerlegt, 
von denen jedes für sich auf dem der Triangulierung zugrunde liegenden Referenzellipsoid mit 
Hilfe der astronomischen Beobachtungen absolut gelagert und orientiert wird. Infolge systema- 
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tischer Krümmungsunterschiede zwischen Geoid und Referenzellipsoid erfahren die beiden Teil- 
netze hierbei ungleiche Verschiebungen, so daß ihr geodätischer Zusammenhang verloren geht. 
Durch eine Anderung der Ellipsoidparameter kann der Netzzusammenhang wiederhergestelt 


werden. Verf. erreicht das, indem er die aus der absoluten Orientierung folgenden und gegen 
eisfen Ellipsoidübergang invarianten Korrektionen des Schwerpunkts eines Teilnetzes den Ver- 
besserungen gleichsetzt, die dieser Schwerpunkt infolge Ellipsoidübergang erhält, wenn er in 
das andere Teilnetz einbezogen wird. Es ergeben sich auf einfachste Weise zwei Bestimmungs- 
gleichungen für die große Halbachse und die Abplattung des bestanschließenden Ellipsoids.. 
Die Methode läßt sich in Verbindung mit einer einfachen Ausgleichung auf mehrere partielle 
Lotabweichungssysteme ausdehnen und hat u. a. den Vorteil, daß bei genügender Ausdehnung 
der Systeme regionale Lotstörungen weitgehend ausgeschaltet werden. Das zweite Verfahren 
(Randpunktmethode) kommt für benachbarte, geodätisch nicht zusammengeschlossene Lot- N 
abweichungssysteme in Betracht, die gewisse Randpunkte gemeinsam haben. Beide Systeme 
werden auf ihre Schwerpunkte bezogen, je für sich absolut orientiert und auf dasselbe Ellipsoid 
übertragen, falls die Netze nicht auf derselben Referenzfläche berechnet worden sind. Die 
Forderung, daß durch einen Ellipsoidübergang die geodätischen Koordinaten der Randpunkte 
in beiden Systemen dieselben Werte annehmen sollen, liefert für jeden Randpunkt zwei Fehler- A 
gleichungen zur Bestimmung der großen Halbachse und der Abplattung. Das Fehlen des geo- 
dätischen Zusammenhangs macht die Einführung einer Maßstabskorrektion als zusätzliche Un-. 
bekannte erforderlich, wobei allerdings aus theoretischen Gründen nur die Abweichung der 
beiden Netzmaßstäbe von ihrem Mittelwert erhalten wird und der mittlere Maßstabsfehler in 
die große Halbachse eingeht. Bei einer gemeinsamen Ausgleichung aller Grenzpolygonzüge Er 
zwischen mehreren unabhängigen Landesvermessungen können so die Elemente des bestanschlie- Ki; 
ßenden Ellipsoids für einen ganzen Kontinent gewonnen werden, ohne daß ein einheitliches 
geodätisches Netz berechnet werden muß. Schließlich wird das Verhältnis des bestanschließenden \ 
Ellipsoids zum mittleren Erdellipsoid behandelt und auf eine theoretische Möglichkeit hinge- 
wiesen, die mittlere kontinentale Geoiderhebung auf astronomisch-geodätischem Wege aus 
zweckmäßig angeordneten Basislinien größerer Lotabweichungssysteme herzuleiten. — Den 
numerischen Untersuchungen liegen die zum sogenannten Europäischen Einheitssystem Potsdam 
geodätisch zusammengeschlossenen Hauptdreiecksnetze Deutschlands und des Balkanraums 
sowie die von diesen unabhängigen Lotabweicbungssysteme Italiens und des Pariser Meridians 
zugrunde. Aus den verschiedenen Teilsystemen ergibt sich nach den vorstehend gekennzeich- y 
neten Verfahren in guter Übereinstimmung ein bestanschließendes Ellipsoid, dessen große Halb- ER 
achse um rund 500 m größer ist als die des ursprünglichen Besselschen Ellipsoids und somit 4 
etwa in der Mitte zwischen dieser und der Halbachse des internationalen Erdellipsoids von Hay- 
ford liegt. Obwohl die Abplattung in mittleren Breiten aus theoretischen Gründen nicht mit 2 
derselben Schärfe bestimmt werden kann wie die Halbachse, weisen die Ergebnisse eindeutig 
auf eine Vergrößerung der Besselschen Abplattung hin und bestätigen den Abplattungswert 
von Hayford. Gegenüber dem für Europa ohne Alpengebiete errechneten günstigsten Ellipsoid 
verlangt das Netz der österreichisch-ungarischen Triangulation, für sich allein behandelt, eine 
Verkürzung der großen Halbachse um 1440 m. Dieser durch die Alpen hervorgerufenen beträcht- 
lichen Achsenverkürzung entspricht eine Geoidhebung von 5,4 m, was mit den Ergebnissen der 
astronomischen Nivellements in Einklang steht. Die von Heiskanen aus verschiedenen 
europäischen Gradmessungen abgeleitete Halbachse, die sich von der Hayfordschen um nur 
9m unterscheidet, wird unter kritischer Betrachtung der verwendeten Messungen eingehend 
diskutiert. Verf. kommt zu dem Schluß, daß Heiskanen infolge einer unglücklichen Häufung 
von Extremwerten einen zu großen Wert erhalten hat. Die Einführung des Hayfordschen Ellip- 
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soids als Snhöstliche Bezugsfläche würde. vom Seonetrinchen Standpunkt aus keinen a 

für Europa bringen. W. ‚Hofmann (Bonn). 

r Hopfner, F.: Das Problem des bestanschließenden Ellipsoids in der Geodäsie. 
'8.-B. Akad. Wiss. Wien, math.-naturw. Kl., IIa 156, 75—86 (1948). 

| a = Bu, 2B,923.+ 20,8 + + — D ist ein Drehellipsoid, wenn 
; TEEN KL ERLAE 12 
ar, 8 B, 
.&, 97, 3 heißen zugeordnet, wenn dieser auf der in jenem errichteten Normalen ne 

“Die Koordinaten des Ellipsoidpunktes werden dur en die Komponenten Gr = 9—, 
der Geoidundulation ausgedrückt. 


ee BN aber + Fl&,&=D 


@ hängt von 7 Ellipsoidparametern ab. Die en sei Wieya=K 
WW} 


. Ein Geoidpunkt x, y,zund ein Ellipsoidpunkt 


u Für die Lotablenkung egilt side = u =, Das Geoid wird auf die 


Ian YIW: a 
a Einheitskugel durch gleichgerichtete Ortsv altoten abgebildet. Kugelfläche mit o 
bezeichnet. f sin®e2do — Min. Wenn als Geoid das Drehsphäroid gewählt wird, 
das Ellipsoid denselben Äquator und dieselben Pole hat und die Undulation und 
das Abplattungsquadrat vernachlässigt werden, ist die mittlere Jotablenkung 2,9. 

Anm.d. Ref.: Wenn das Ellipsoid durch die allgemeinere Fläche Hfx, y,2,u,} = 0 
ersetzt wird, muß auf S. 82 nicht f sin edo sondern f sin?edo +AH zum 
Minimum gemacht werden, wie auf S. 81 und 85 vermerkt ist. Konrad Ludwig. 


Klassische theoretische Physik. 


«e Kohlrausch, K. W. F.: Ausgewählte Kapitel aus der Physik. Nach Vorlesungen 
an der Technisehen Hochschule Graz. In fünf Teilen. I. Mechanik. II. Optik. 
Wien: Springer-Verlag 1947. VI, 105 S. mit 35 Textabb.; VI, 146 S. mit 73 Text- 
abb.:; in Österreich: S 16,—; 8 20,—; im Ausland: sfr. 6,60, sfr. 9,60. 

Band 1 ist eingeteilt in die Hauptabschnitte (A) Masse, Raum, Zeit (worin 
auch bereits kurz auf die spezielle und allgemeine Relativitätstheorie eingegangen. 
wird), (B) Mechanik des Massenpunktes, (C) Mechanik starrer Körper, (D) die 
Wellenbewegung und (E) die Mikromechanik (wo das duale Verhalten von Strahlung 
und Materie behandelt und kurz auf die Wellenmechanik eingegangen wird). Die 
Behandlung des Stoffes ist in geschickter Weise durchgeführt und wird vielen Stu- 
denten eine gute Hilfe für ihr Studium bedeuten, zumal an vielen Stellen auch auf 
Probleme eingegangen wird, die in der Vorlesung nur kurz erwähnt werden können. 
Trotzdem ist der Umfang des Bandes verhältnismäßig gering. — Band 2 behandelt 
einleitend (A) die verschiedenen Lichttheorien und weist ganz kurz auf die Quanten- 
theorie hin. Es folgt (B) das Auge und das Sehen; (C) Strahlungsquellen und Strah- 
lungsmessung, (D) die geometrische (Strahlen-)Optik und (E) die physikalische 
Optik. Referent bedauert, daß — wie in den meisten Büchern der Optik — auch 
hier die Abbildungsformeln der geometrischen Optik nicht in der in der rechnenden 
Optik üblichen Form unter Berücksichtigung der durch die Lichtrichtung bestimm- 
ten Vorzeichen gegeben werden, sondern in der Form, wie sie aus der Schulphysik 
üblich ist. Im übrigen hat es der Verf. aber auch in diesem Band verstanden, eine 
kurze und doch verständliche Darstellung des Gebietes zu geben, soweit sie für die 
Studenten erforderlich ist. Picht (Babelsberg). 

e Madelung, Erwin: Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Vierte, verm. 
u. verb. Aufl. (Die Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften, Bd. IV). 
Berlin, Göttingen, Heidelberg: Springer-Verlag 1950. NX, 531 8. DM 47.—, geb. 
DM 49,70. | 


= Die dritte Auflage des Buches vom Verf. ist in englischer Übersetzung schon in Amerika 
käuflich. Die jetzt vorliegende vierte Auflage ist an manchen Stellen vom Verf. durch Einbe- 


a ziehung neuer Gegenstände bereichert worden. So werden ein erster Abschnitt üher „Zahlen, ©“ 
- Funktionen und Operatoren‘, später auch solche über Relativitätstheorie, Quantentheorie und 
Thermodynamik von neuem dem Leser dargeboten. In zwei Teile aufgeteilt — den ersten üher 


Mathematik, den zweiten über Physik — ist das Buch vor allem für die Physiker vorgesehen. 
Das entspricht auch dem Titel. Angefertigt von einem erfahrenen Physiker der Theorie, enthält 
«das Buch diejenige Mathematik, welche die Physiker am meisten nötig haben, aber nicht genau 
die, welche die reinen Mathematiker befriedigt hätte. Die Gesichtspunkte der Physiker und der 
reinen Mathematiker brauchen nicht allemal zusammenzutreffen. So =. B. sollen die Leistungen 
der sogenannten ö-Funktion von Physikern hoch gepriesen sein. Bedeutende Physiker, wie na- 


. mentlich Dirac, Heisenberg und andere mehr, haben die d-Funktion auf frappante Weise 


und mit schlagendem Erfolg angewendet. Der reine Mathematiker dagegen sieht diese Funktion 
mißtrauisch an, weil er über deren Integrabilität nicht im klaren zu sein meint. — Der mathe- _ 
matische Stoff, den der Physiker von heute in genügendem Grade beherrschen muß, ist zu. 


. ungeheurem Umfang angeschwollen. Das Verzeichnis des mathematischen Anteils des Buches - 


zeigt es, und ohne Hilfe vorliegender Art könnte eine derartige Beherrschung die Arbeitskräfte 


 angehender Physiker fast übersteigen. An manchen Stellen hat das Buch das Aussehen einer 


Formelsammlung. Kein Wunder, weil das eben den jeweiligen Bedürfnissen eines Physikers 
auch entspricht. Auf zweierlei Weise’glaube ich, daß das Buch dem Anfänger in mathematischer 
Physik, wie zuweilen aber auch dem Fortgeschrittenen, behilflich sein wird: erstens, weil es 
fertige Formeln und Anweisungen über die zugehörige Mathematik gibt, die der Tieser je nach 
Bedarf nachschlagen kann, zweitens aber auch, weil der Leser hier eine Methode kennen lernt, . 
wonach er dem Vorbilde des Verf. folgend, Selbsthilfe schaffen kann, wo möglicherweise solche 
Hilfe nicht schon im Buche bereit liegt. 8.0. Kar (Kalkutta). 


Mechanik: 


e Hamel, Georg: Theoretische Mechanik. — Eine einheitliche Einführung in 
die gesamte Mechanik. (Grundlehren der mathematischen Wissenschaften in Einzel- 
darstellungen, Band LVII.) Berlin, Göttingen, Heidelberg: Springer-Verlag 1949. 
XVT, 796 S. mit 161 Abbildungen; DM 80.—. 

Das Werk ist vorwiegend unter den zwei Gesichtspunkten abgefaßt worden: 
1. Sollte die Mechanik als eine einheitliche Wissenschaft und nicht getrennt in 
Punktmechanik und Mechanik der Kontinua dargestellt werden, und 2. soll der 
einheitliche Aufbau auf drei Säulen erfolgen, als die das Prinzip der virtuellen 
Arbeiten, das d’Alembertsche Prinzip und das Lagrangesche Prinzip der Befreiung 
angesehen werden, dessen Bedeutung für die Mechanik erst durch den Verf. erkannt, 
und zur Geltung gebracht wurde. Im übrigen erfolgt der Aufbau im Sinne der 
axiomatischen Methode Hilberts, wodurch er sich von allen bekannt gewordenen 
Darstellungen unterscheidet. Die Stoffeinteilung ist die folgende: I. Teil. I. Der 
Begriff der Kraft und das Newtonsche Grundgesetz. II. Statik gebundener Systeme 
von endlichem Freiheitsgrad. III. Statik der Systeme von unendlich vielen Frei- 
heitsgraden. IV. Die ersten allgemeinen Prinzipien der Kinetik. V. Holonome 
Systeme mit endlichem Freiheitsgrad. Die Lagrangeschen Gleichungen. VI. Ma- 
thematische Durcharbeitung. VII. Die Minimalprinzipien. VIII. Der starre Körper 
im Raum. IX. Nichtholonome Systeme von endlichem Freiheitsgrad. — Der 
IE Teil, der mehr als ein Drittel des Werkes ausmacht, enthält Aufgaben und 
Probleme und stellt eine reichhaltige Sammlung von Dingen verschiedener Art 
dar. solchen, die die Verbindung mit anderen Teilen des Buches herstellen, und 
selbständigen Problemen und Ergänzungen. Den Schluß bildet ein Namen- und 
Sachverzeichnis. — Besonders hervorzuheben ist die bis in alle Einzelheiten getriebene 
mathematische Durcharbeitung, die oft wahre Musterbeispiele vollständiger Diskus- 
sionen darstellt. Hervorheben möchte der Ref. auch die mit aller Deutlichkeit zum 
Ausdruck gebrachte Auffassung, daß der Begriff der Kraft als ein umfassender Grund- 
begriff der ganzen Mechanik zu gelten hat, was weiterhin kaum mehr irgendwelchen 
Zweifeln begegnen dürfte. — Im einzelnen werden sich aber nicht alle, die dieses 
Werk studieren, den Auffassungen des Verf. anschließen können. So mag der S. 44 
eingeführte Begriff der Masse als einer „‚wohlbestimmten positiven Zahl“ manchen 
befremden und physikalisch in dieser Form kaum aufrecht zu erhalten sein. Der 
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Verf. verwendet abweichend von der heute wohl ziemlich allgemein verwendeten 


Vektorbezeichnung durch gotische Buchstaben die Bezeichnung durch über die Buch- 
staben gesetzte Querstriche und für Dyaden Doppelstriche. Aufgefallen ist dem 
Ref. auch die Bezeichnung Nebennormale statt Binormale. — Durch diese formalen 
Einwände möge jedoch der hohe Wert des Werkes nicht geschmälert werden, das 
konsequent seinen Standpunkt und seine Eigenart zur Durchführung bringt und 
das zufolge seiner axiomatischen Grundlegung weiterhin eine besondere Bedeutung 
behalten düfte. Th. Pöschl (Karlsruhe). 

‚Cieco, John de: New proofs of the theorems of Kasner concerning the infinitesimal 
 eontaet transformations of mechanies. J. Math. Phys., Massachusetts 26, 104—109 

1947). 

Dis dynamische Problem $(x|p) habe ein Energieintegral der Frm 7’ +V=E, 
wo die potentielle Energie V = V (x) und die kinetische Energie T' — }9,, & &# 
sei. Setzt man A(x) = [2(E—V)]® und I‘x,p) = A(x) [g‘* p,p,]*, so nennt 
Verf. die infinitesimale Berührungstransformation (inf. B.T.) 
dad — A gikp,ös, Op, =— 4 (00x) (A? gr) p,p,6s, mit ds? = (1/12) g,, de! dak 
assoziiert mit dem System 8. Ihre charakteristische Funktion ist J'(z, p). Gezeigt 
wird: Führen zwei dynamische Probleme zum gleichen Ausdruck für die kinetische 
Energie und bildet man für jedes der beiden Systeme die assoziierte inf. B. T., so 
stellt der Kommutator dieser beiden, also die Jacobische Klammer, eine Punkt- 
transformation dar. — Umgekehrt: Ist der Kommutator der assozierten inf. B.T. 
zweier dynamischer Probleme eine Punkttransformation, so sind die Ausdrücke für 
die kinetische Energie beider Systeme einander gleich oder unterscheiden sich 
höchstens um einen, allein von den generellen Koordinaten abhängigen Faktor. — 
Diese, von Kasner 1910 angegebenen Sätze stecken, wie im Grunde alles, was seit 
Lie über Berührungstransformationen ausgesagt wurde, als Corollare bereits in den 
Lieschen Aufsätzen über die Berührungstransformationen der Mechanik. Hardtwig. 

ArZanyeh, I. $.: Das Wirbelprinzip der analytischen Dynamik. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. 8.65, 613—616 (1949) [Russisch]. 

Soit un systeme materiel & n degres de liberte  (v—=1,n), soumis & des 
liaisons quelconques, d&pendant du temps. Utilisons les notations habituelles et 


posons: E=—-T+ 53 P, %. Designons par d (ou par 6) les diff6rentielles relatives 
1 


a un deplacement r&el (ou virtuel, & l’&poque t, compatibles avec les liaisons & cet 
instant). L’A. montre alors que le principe des travaux virtuels est equivalent & 
Pidentite:öE= A; +2 (d, ö)/dt oü A,designe le travail virtuel des forces ext6rieures 
et des forces d’inertie locales correspondant aux ögq, et oü: 


n 
210,9 = I (7 — 28) (09.40, — du). 
ar \Au 09 Ä 

L’A. explieite As, donne une interprstation mecanique de la forme bilineaire 2 
et montre l’invariance de ses identit6s relativement & une classe importante de 
transformations de contact. — Le principe de P’A. (qu’il appelle prineipe tourbil- 
lonnaire en raison de la forme de l’expression 2) permet de retrouver simplement 
diverses proprietes des mouvements des systömes holonomes (par ex. le theor&me 
de Jacobi) et non holonomes. J. Kravtchenko (Grenoble). 

Barba$in, E. A.: Über dynamische Systeme, die ein Geschwindigkeitspotential 
besitzen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 61, 185—187 (1948) [Russisch]. 

L’A. considere le systeme dynamique defini par: 


(1) da,/d = X,(%,%,..,%) Cehn), 
les X, &tant assez r&guliers pour assurer la validit6 du theor&me d’existence et 
d’unieite pour (1) sur V’intervalle — oo <t << oo et sur une multiplieit& M, locale- 
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äh. euclidienne (reper&e au moyen de Sbordonnfes locales x,). Associons & (1): 


(2) IX —=1. Alors: Si (2) admet une solution uniforme %(x,, %, . a) 


sur M, adsos reguliere, le systeme dynamique (1) est dispersif [au sens de Mont- 
gomery et Zippin, Amer. J. Math. 59, 121—128 (1937); ce Zbl. 16, 103] et reci- 
proquement. Il en resulte que la propriete subsiste s’il existe sur M une fonction 


assez reguliere et uniforme telle que, Sch, >Kk%, k=+0. — Enfin, PA. Mr 


deduit de lä quelques proprietes des Is de (1 (1) lorsque (1) admet un potentiel i Mi 


des vitesses uniforme. J. Kravtchenko (Grenoble). 

Agostinelli, Cataldo: Le equazioni canoniche del moto di un sistema anolonomo 
come sistema assoeiato a un determinato pfaffiano. Boll. Un. mat. Ital., III. S. 
4, 345—348 (1949). = 

Sind die Bewegungsgleichungen eines nichtholonomen Systems von n Frei- 
heitsgraden und m Bedingungen unter Einführung von Quasikoordinaten und 
einer Hamiltonschen Funktion auf die kanonische Form gebracht, so fallen sie mit 
dem assoziierten System der Pfaffschen Form 


Nn—M 


£ x md —Hdt 


zusammen, d.h. sie machen deren bilineare Kovariante zu Null. Hamel. 
Tolotti, Carlo: Sul moto impulsivo di un sistema olonomo soggetto simultanea- 

mente a piü vincoli unilaterali. Ann. Mat. pura as Bologna, IV. S. 29, 251—257 

(1949). 


Beweis, daß die Annahmen wj = — e,w, für die Normalkomponenten der 
Geschwindigkeit im Lagrangeschen Parameterraum vor und nach dem Stoß an der 
h-ten Fläche übereinstimmt mit der entsprechenden Annahme für die Geschwindig- 
keit im wirklichen Raum, wenn es sich um den Stoß starrer Körper handelt. e, sind 
die Restitutionskoeffizienten. Ausdehnung auf den Fall, daß Fäden im Spiel sind. 

Hamel (Landshut). 
eBarkhausen, H.: Einführung in die Schwingungslehre, nebst Anwendungen 
auf mechanische und elektrische Sehwingungen. 3. Aufl. Leipzig: S. Hirzel 
Verlag 1950. VII, 1288. mit 118 Abb. 
eThomson, William Tyrrell: Mechanical vibrations. New York: Prentice-Hall, 
Ine., 1948. X, 222p., 212fig. and div. tables, $5. 

Kiotter, K.: Das Ausschlag-Zeit-Diagramm einer „einfachen Schwebung“. Z. 
angew. Math. Mech. 30, 190 (1950). 

Kritische Betrachtungen zu einer Stelle in „Die Lehre von den Schwingungen 
und Wellen“ von K. Wagner, Wiesbaden 1947. Wenn bei einer ‚einfachen Schwe- 
bung‘, d.h. Überlagerung zweier Sinuswellen gleicher Amplitude mit nahezu glei- 
chen Frequenzen: 

BR SER, 
x = A(sin ot -+ sin(»,t + &)) = 2cos (a 5 2 5) sin (” 5 rg 5) 


u 


der cos-Faktor verschwindet, so erleidet der ‚erzeugende Vektor‘ der Summen- 
schwingung beim Durchgang durch null einen Phasensprung um 180°. Das bedeutet 
aber nicht, wie eine dem genannten Werk beigegebene Zeichnung vermuten läßt, 
daß die Funktion x(t) einen Richtungssprung (Knick) erleidet, da sie mit allen ihren 
Ableitungen stetig bleibt. Verf. diskutiert die beiden Fälle, daß nur der cos-Faktor 
und daß beide Faktoren verschwinden. K. Stumpff (Göttingen). 

Bautin, N. N.: Über die Bewegung eines idealen Uhrenmodells mit zwei Frei- 
heitsgraden: Das Galilei-Huygenssche Uhrenmodell. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. 8.61, 17—20 (1948) [Russisch ]. 

Generalisant une etude d’Andronov et Neumarck consacree & l’etude d’un 
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mecanisme sans regulateur, I’A. discute le fonctionnement, au point de vue 


dynamique, d’un mecanisme ä deux degr6s de liberte, schematisant le modele 
de I’horloge de Huyghens & r6gulateur periodique (ressort). Il forme les equa- 
tions du probl&me, etudie leurs solutions periodiques au point de vue de la 
stabilit6; il classe ces solutions en deux categories suivant la nature des chocs 
d’entretien. J. Kravtchenko (Grenoble). 
Dubois-Violette, Pierre-Louis: Sur la stabilite des regulateurs automatiques par 


action integrale et derivee seconde eonjugudes. C:r. Acad. Sci., Paris 230, 1448 —1450 r g 


1950). 
ee Anton D.: Applieation of Pfaff’s method and of veetoral elements 
to the problem of three bodies. Glas Srpske Akad. Nauka CXCI (I, 96), 139—147 und 
englische Zusammenfassg. 148 (1948) [Serbisch]. 

This article contains the problems of three bodies worked out by Pfaff’s method. 
The au. gives, by means of vectoral elements the differential equations of motions 
of the second and third partiele referred to the first. This is a new setting, which 
is interesting in itself, as well as by reason of its connection with thetheory of planetary 
perturbations. (Aus dem englischen Auszug). 


Elastizität. Plastizität: 


Tolotti, Carlo: Sulla statiea delle superfieie sviluppabili inestendibili ed elasti- 
eamente fSlessibili. Giorn. Mat. Battaglini 79, 1—48 (1949). 

Die vorliegende Abhandlung gliedert sich in einen allgemeinen differentialgeome- 
‚ trischen Teil und in drei elastizitätstheoretische Paragraphen. Der differential- 
geometrische Abschnitt ($ 1) behandelt mit Vorzug die Auswahl elastizitätstheore- 


tisch geeigneter krummliniger (Gaußscher) Parameternetze auf den in Rede stehenden 


Flächen. $2 behandelt die allgemeine Integration der Gleichgewichtsbedingungen, 
$ 3 spezifiziert die Randbedingungen des Problems. Schließlich ergeben sich in $ 4 
partielle Lösungen für das System der Randbedingungen. In der Natur des Problems 
liegt ein häufiger Gebrauch variationstheoretischer Methoden. So erweisen sich ins- 
besondere gewisse der auftretenden Randbedingungen als Konsequenzen des zu- 
grunde liegenden Variationsproblems. M. Pinl (Dacca). 

Jung, F.: Zur graphischen Behandlung des Tensors. Österreich. Akad. Wiss., 
math.-naturw. Kl., S.-B., IIa 157, 97—100 (1949). 

In jedem Punkt eines festen elastischen Körpers wird der Spannungs- und der 
zugehörige Verzerrungszustand durch zwei Tensoren (symmetrische Affinoren) an- 
gegeben, deren Zusammenhang durch das verallgemeinerte Hookesche Gesetz aus- 
gedrückt wird. Zur geometrischen Darstellung bedient man sich in der Ebene 
beispielsweise der von Culmann gegebenen und von Mohr ergänzten Abbildung, in 
den Hauptebenen des Tensors außerdem der Mohrschen Abbildung. Das Hookesche 
Gesetz gibt zwischen den Tensoren eine lineare Beziehung, und Verf. zeigt in seiner 
Arbeit, wie diese Beziehung in den beiden genannten Abbildungen zum Ausdruck 
gebracht werden kann. Es wird darauf hingewiesen, daß in der Arbeit von K.Klotter 
Ing. Arch. 4, 354 (1933)], der Tensor in Deviator und Kugeltensor zerspalten wird, 
was aber vermeidbar ist. Gran Olsson (Trondheim). 

Kre&mer, V. V.: Über einige Probleme der Theorie der mechanischen Ähnliehkeit. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 65, 457-460 (1949) [Russisch]. 

Soient deux corps &lastiques isotropes I’ et M, realises avec les m&mes materiaux 
et geometriquement semblable (M &tant le mode£le reduit de I’ dans le rapport A). 
Dans l’absence des forces exterieures, telles que la pesanteur, les &tats d’&quilibre 
statique de M et de I’ sont identiques ä& l’6chelle A pres; ces conclusions valent pour 
les donnees frontieres. La similitude pr&cedente cesse d’avoir lieu si l’equilibre est 
r&alise sous l’action des forces exterieures. L’A. rappelle un procede employ& pour 
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 retablir cette similitude 5 qui revient a faire agir sur le modele..M, outre les forces 
donnees, des forces d’inertie convenablement dosees. Il cherche & etendre au cas ' 


 ‚dynamique la technique qu’on vient de decrire. L’A. insiste sur les difficultes 


theoriques et pratiques de cette methode, forme des hypotheses d’approximation 
qui en legitiment l’emploi et appligue sa theorie A un exemple.  Kravtchenko. 
Ambarzumjan, 8. A.: Zur Theorie der anisotropen flachen Sehalen. Priklad. 
Mat. Mech., Moskva 12, 75—80 (1948) [Russisch]. 
Krümmungskurven als Parameterkurven x oder ß = const. Extreme Krüm- 
ne k, und k,. Gleichgewichtsbedingungen G (OT, /0x) — E (68, /B) + EGX —0, 
E(0T,}öß) + @( (08, /8o) +EGF=0 


KTIKT, rn Ä 2 -Z=0, Ban, + a4 Er. 
 Hookes Gesetz 0, = A, & + Ar + As + A a -- - 
Toy = Ayaepy 4 Ass &yı :- »» Top = Ag Cat Ass ep + Ass % + Asa &uB- 
Beider Schale o,=0, also 0, = B.,&%& + Bis + Bis Ex B; 
0 —= Bi5&& + By2ea + Bas &ap» Tap = Bio && + Base + Ber as. 


Nach S. G. Lechnitskij 
Br; = AyAs As ArstlAss 1,k—=1,2,6. Konstante Dicke od. 
T,=6{By&+Bo5+ Bao... <—=Ö6{Bacıt Boss + Bes 0} . 
G=—ÖHB,% + Bot Be ]12,..., HH, 6 B 5% + Bas + Bas} 
In %,, 2%, und 7 wird die Tangentialverschiebung vernachlässigt. Wenn X und 
Y=0, werden die ersten beiden Gleichgewichtsbedingungen durch die Airysche 00 
ion erfüllt 1,955] - Tz= — 4] B? Se = Pap/EQ@. 
Aus der 3. der drei Ditlörsekieigteicmingenr A.L. Goldenvejzers 
72 
Mark = en | 2 : ve = zB Ba ee | EL ni 
worin L, ein Differentialoperator 4. Ordnung und 2 eine Funktion der Elastizitäts- 
konstanten ist. Die 3. Gleichgewichtsbedingung 
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Die zweitletzte Gleichung wird durch den Ansatz w= L,® und 9 =ö6Q@V® er- 
File ori AR ag 
üllt, worin VW Bat @gn' 
Differentialgleichung 8. Ordnung. L, L® + 12(2/6°) 72® — 12(Z/ö?). Die Kräfte, 
Momente und Verschiebungskomponenten werden durch ® ausgedrückt. Nach 
V.Z.Vlasov werden die Differentialgleichungen der Stabilität und der Schwin- 
gungen aufgestellt. Anm.d. Ref.: Die Annahmen über die Schafenverformung hat 
nicht Kirchhoff oder Love sondern Bernoulli eingeführt. Wenn HE und @ kon- 
stant, sind x und 3 die Bogenlängen der Parameterkurven. In Gl. (4.5) fehlt im 
1. Summanden der Faktor 63/12; 12/6? muß durch 642 ersetzt werden. Ludwig. 

Levy, Samuel: Large defleetion theory for reetangular plates. Proc. Symposia 
appl. Math., Nr. 1, (Brown Univ. 2.—4. 8. 1947. Non-linear problems in mechanies 
of continua.) 197—210 (1949). 

h konstante Plattendicke, B Biegungssteifigkeit. Von Kärmäns Gleichungen 
für die Querverschiebung w und Airys Spannungsfunktion F für dünne schwach 
gekrümmte Platten: 


"AUF =EB Lu, — ww, Adw = Rn + hIB{F, Wa + Foren — 2F ar Want: 


Die 3. Gleichgewichtsbedingung wird eine 


In x-Richtung Plattenverlängerung — L JE (F,,—rF,.) tw} de und Last 
Ö 


EN 


{ * 
| se el .'mn& . nn 
PruRrtR, 10: "Ansatz. (aD SI sin“9. Wenn der Rand 
% YyI0 2. mn a ? b R 
' m=in-l 72 h 
6°) e &o° j 
eingespannt ist, muß I. mw,„— 0, 2 I" mwn =; >> uw 
m=1l m= Nn= E 
“er Ri Sn 7 RM TER REITEN 
> [--Drenw,,, = 0 sein. Flächenlast p = 2: 23 (Din F Pinn) sin sin; 


ın=1 
Dann "+ m f{t„— (— 1)” ty}, worin (b?/2r) km, (62/27) km, (a2/2E) tn 
und (a2]2x) t/ die Fourierkoeffizienten des Einspannungsmomentes an den Seiten 
y=0, y—-b, <&=0 und x=a sind; das Einspannungsmoment wird positiv 
gerechnet, wenn es eine positive Querverschiebung verursacht. Ansatz 
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1.) 
2hb F >2ha _ ‚mn cos % GOS B 


m=0n= 


yhs 


Von Kärmäns 1. Gleichung ergibt 


E 
nn Zr 4 {m2 bja ar n2 a/b}? > {2pgrs EiE p? 8° Se q? v2} Wa Ws; 


worin über die p und r, deren Summe oder Differenz = m, und über die qg und s 
summijert wird, deren Summe oder Differenz — n ist; die oberen Vorzeichen gelten, 
‘wenn Summe und Differenz vorliegen. |p}, „| wächst mit m oder n über alle Grenzen. 
Verf. empfiehlt folgende Berechnungen: 1. aufliegender Rand, konstante Flächen- 
‚last und Seitenverhältnisse = 1 und 2. aufliegender Rand, P, und P,. Schrifttum. 
ER Konrad Ludwig (Hannover). 

Galin, L. A.: Indentation of a punch of elliptie shape in plane in an elastie semi- 
space. Priklad. Mat. Mech., Moskva 11, 281— 284 u. engl. Zusammenfassg. 284 (1947) 
[Russisch ]. ' 

Verf. bestimmt den Druck eines Stempels von gekrümmter Grundfläche mit 
‚elliptischem Grundriß auf einen elastischen Halbraum mit ebener Begrenzung unter 
Vernachlässigung von Reibungskräften zwischen Stempel und Ebene. Folgender 
Satz wird bewiesen: Hat die Kontaktfläche des Stempels die Gleichung 
z2= f„(%, y), wo f,(x, y) ein Polynom vom n-ten Grade in x und y darstellt, so ist 
der Druck unter dem Stempel gegeben durch 

p(, y) = (1— 22a? — y?jb2)-3 Pilz, y), 
wo P7(x, y) ebenfalls ein Polynom n-ten Grades in x und y darstellt. Zum Beweise 
wird wesentlich die Darstellung harmonischer Polynome mit Hilfe von Lamefunk- 
tionen benutzt. Reutter (Karlsruhe). 

Galin, L. A.: Druck eines Stempels mit ebener Grundfläche in Form eines unend- 
lichen Keils auf einen elastischen Halbraum. Doklady Akad. Nauk SSSR,n. S. 58, 
205—208 (1947) [Russisch]. 

Im Anschluß an das bekannte Problem des Eindrucks eines kreiszylindrischen 
Stempels in eine elastische Unterlage (s. z. B. Frank und v. Mises, Differential-. 
und Integralgleichungen, Band II, Braunschweig 1937, S. 306ff.) untersucht Verf. 
die Verformungen eines elastischen Halbraumes z<0 infolge des Drucks eines. 
starren, unendlich langen Keils mit ebener Grundfläche unter Vernachlässigung der 
Reibungskräfte zwischen Keil und Unterlage. Mathematisch handelt es sich um 
eine gemischte Randwertaufgabe für eine harmonische Funktion p(x, y, 2), so daß 
p(&, %, 0) gleich der Verschiebung der Punkte der Ebene x = 0 wird und innerhalb 
des Keils die Bedingung 9 = c, außerhalb 29/22 = 0 erfüllt ist; im Unendlichen 
müssen die ersten Ableitungen von @ verschwinden. Nach Einführung sphärischer 
Polarkoordinaten und der Transformation &=tg0/2cosd, 7 —tg0/2 läßt sich 
(wegen Unabhängigkeit von r) eine harmonische Funktion *(£, n) mit einer log- 
arithmischen Singularität im Unendlichen ermitteln. Aus der so erhaltenen Lösung 
wird die Druckverteilung unter dem Keil für den Fall eines recht- und eines spitz- 
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 winkligen Keils ermittelt und die Kurven konstanten Drucks werden dargestellt. 
— Ist ein Stempel von (endlichem) polygonalem Querschnitt gegeben, so läßt sich 
‚die Druckverteilung in der Umgebung der Ecken angenähert auf Grund der für 
den Keil gegebenen Lösung ermitteln und daher auch zur Bestimmung des Eindrucks 
von Fundamenten anwenden. . Reutter (Karlsruhe). 

Rivlin, R. S.: Large elastie deformations of isotropie materials. V. The problem 

of flexure. Proc. R. Soc., London, A 195, 463-473 (1949). an 

In Weiterführung vorhergehender Noten des Verf. (s. dies. Zbl. 29, 326, 327; 
31, 426) wird die folgende Aufgabe behandelt: Ein Kuboid aus hochelastischem 
inkompressiblem Material mit Kanten parallel zu den x, y, z-Achsen wird so gebogen, 
daß 1. jede Ebene normal zu x in den Teil einer Zylinderfläche parallel zu z über- 
geht; 2. jede Ebene normal zu y in eine Ebene übergeht, die die z-Achse enthält, 
und 3. keine Verschiebung parallel zu = auftritt. Es wird gezeigt, daß ein solcher 
Biegungszustand durch Oberflächenkräfte allein erhalten werden kann, die durch 
. die Ableitungen einer Verzerrungs-Energiefunktion W gegeben werden. Die Form 
von W und die Ausdrücke für die Spannungen werden angegeben. Th. Pöschl. 

Friedrichs, K. 0.: The edge effeet in bending and buckling with large defleetions. 
Proc. Symposia appl. Math., Nr. 1, (Brown Univ. 2.—4. 8. 1947. Non-linear problems 
in,’mechanics of continua) 188—193 (1949). 

Verf. bringt in seinem Vortrag eine exakte Übersicht über eine Anzahl wich- 
tiger „„Randbedingungsprobleme‘‘ aus der linearen und nichtlinearen Elastizitäts- 
theorie. Unter den Problemen, die mittels ihrer zugehörigen Differentialgleichungen 
diskutiert werden, sind zu nennen: 1. Lineare Biegung einer ebenen Platte unter 
Zugspannung. 2. Nichtlineare Biegung und Knickung kreisförmiger Platten. 3. Nicht 
lineare Membrantheorie bei Kugelschalen. Das Problem der linearen Biegung bei 
Kugelschalen, das Problem der mittragenden Breite in der Theorie der Knickung 
ebener Platten sowie die Theorie der nichtlinearen Knickung an Kugelschalen 
werden ebenfalls diskutiert. Verf. hebt die Bedeutung der mathematischen Probleme 
betreffend geeigneter Randbedingungen hervor, die im Zusammenhang mit der 
Reduktion der Ordnung eines Systems linearer und insbesondere nichtlinearer 
Differentialgleichungen entstehen, die einen gegebenen physikalischen Zustand be- 
schreiben. Eine solche Reduktion erweist sich oft als möglich, wenn die Existenz 
einer Übergangszone als gegeben oder beobachtet zu betrachten ist. Gran Olsson. 

Rabotnov, Ju. N.: Gleichgewicht eines elastischen Mittels mit Nachwirkung. 
Priklad. Mat. Mech., Moskva 12, 53—62 (1948) [Russisch]. 


t 
Volterra verallgemeinert o = Ee zu oft! — Bıes(t)— x I K(t—r) e(r) a). 


Der Werkstoff werde ohne äußere Kräfte nicht verformt. Die Zeit wird vom Angriff 
der 1. Last an gerechnet. Verf. ersetzt die untere Grenze — oo durch 0. Diese In- 


t 
tegralgleichung wird durch eft} = 1/E I°% +2 / Tin ol) dr gelöst, worin 
Ö 


der Nachwirkungskern J'durch die Neumann-Reihe "= K +2 K29 + KW) +... 
ausgedrückt wird. Von I’ wird zum Relaxationskern K durch das symbolische 
Verfahren Volterras übergegangen. Mit dem Integraloperator 

t 


Kee= [Kine dr 
0 


wird die Integralgleichung oe =E e=E{1—xK*} e. Das EISe zweier Integral- 


- operatoren L* und M* ist der Integraloperator mit dem Kern fi L{t— s} M {s— 1} ds. 
1 ; 3 

Lösung 2 = = _= I fitaekKr Kt taKer..) 

E E 1—xK* E 
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—=(1/JE){{ + xT*} o. Die 'Lame-Konstanten werden durch die Operatoren 


=4 1+ A*} und N i1+M ” ersetzt: Volterra-Prinzip. Die Kerne der 


Integraloperatoren A* und M* werden experimentell bestimmt. Ergebnisse, die ; 
nicht von Elastizitätskonstanten abhängen, gelten auch bei Nachwirkung. Ver- 


suche zeigen keine. Volumennachwirkung, also {1— 2»}/E — {1— 2v}/E oder 


en) ! 1 x Kal; Wärmespannungen in Zylinderwänden hängen von |: 
ge Man setzt en T—= a T’. Relaxations- und. Nachwirkungskerne 


haben für 1—r= (0 eine Singularität. A. P. Bronskij hat Versuche an Gummi E 


mit dem Kern K = ft— 1}=* exp {— (t— r)!=*} bearbeitet, ohne dessen Resol- 


vente finden zu können. Der Abel-Operator mit der Ordnung & hat den Kern 


Js = St— r)*/x!, & >—1. Über ein Eulersches Integral folgt IEIR = Isa 


Der durch 1/1 —$J&} = 14-8 J% {P} bestimmte Operator J% {ß} ist die Resol- 
vente.des. Kerns J,, d.h. SAN = JIEHBTR’ERIETT # und hat den Kern 


Ja} = ee pr g— rtta/T in + 1)(1l+0)},, den. man .Exponential- 


funktion gebrochener Ordnung nennen kann. IX {a} JE {y} = {JE (@)—J% (WR — y,2 
z2=#y. Wenn «= y, J&?{a} = 0J%{x}/0x. Der Operator :J$"{x} hat den Kern # 


‚exp {x(t— r} {ft — r}%=1/T'fn}. Aus dem Multiplikationssatz folgt 
a2 ltr HB. 
I N 
I = Ya + Besp {Prey +o(Byı—e)) 


Anwendung auf 
do d”o de AM eg 


Hat tr mbetrhe tn 


zäh-kompressible, Maxwellsche, elastisch zähe und elastisch-relaxierende Stoffe. 
Anm.d. Ref.: In der Potenz des Abel-Operators muß J%yı„.ıdurch Jkaın_ı er-5 


setzt werden. Konrad Ludwig (Hannover). 


Hill, Rodney: A eomparative study of some variational prineiples in the theory : 


of plastieity. J. appl. Mech., New York 17, 64-66 (1950). 
Erweiterung des Variationsprinzips, das von A.Markov (dies. Zbl. 29, 172) 


in der Theorie der Plastizität für gewisse Randbedingungen aufgestellt wurde, auf 


ein Material mit Verfestigung (work-hardening) und allgemeine Randbedingungen, 
wobei eine Verwandtschaft mit dem Prinzip des größten Arbeitsaufwandes von 
Verf. selbst zutage tritt. Zum Schluß wird gezeigt, daß für beide Prinzipe der Be- 


weis der Eindeutigkeit der Lösungen unter gewissen Randbedingungen erbracht 


werden kann. Th. Pöschl (Karlsruhe). 


Drucker, D. €.: Stress-strain relations for strain hardening materials: diseussion 


and proposed experiments. Proc. Symposia appl. Math., Nr.1, (Brown Univ. 2.—4. 
8. 1947. Non-linear problems in mechanies of continua.) 181—187 (1949). 


Verf. diskutiert zunächst den Unterschied zwischen den Theorien der plastischen 


Formänderung und des plastischen Fließens. Bei der ersten Theorie ist der 
Verzerrungszustand durch den Spannungszustand vollkommen festgelegt, während 
in der letzten die Verzerrungsänderungen durch die Spannungen und deren Ände- 


rungen bestimmt werden, weshalb die gesamte Verzerrung als ein „‚Häufungseffekt“ 


der Laststeigerung anzusehen ist. Es wird darauf hingewiesen, daß Versuche mit 
einem Spannungssystem, das ohne Änderung der Größe der Spannungen gedreht 


wird, am einfachsten zwischen den beiden Theorien unterscheiden würde. Außerdem 


werden solche Versuche sich als außerordentlich wertvoll beim Aufbau einer all- 


gemeineren Plastizitätstheorie erweisen, falls eine solche verlangt werden sollte, weil 


irgendein Spannungszustand als eine Änderung der Größe der Hauptspannungen 


NER 
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“ 


zusätzlich einer Änderung ihrer Richtungen aufgefaßt werden kann. Mittel zur 


Durchführung, Auswertung und Deutung solcher Versuche werden eingehend disku- 


nlent.- „ur. Gran Olsson (Trondheim). 


Galin, L. A.: Elasto-plastische Torsion prismatischer Stäbe. Priklad. Mat. Mech., 


Moskva 13, 285—296 (1949) [Russisch ]. 


Behandelt wird die Spannungsverteilung bei Torsion prismatischer Stäbe mit 
der Randkurve 7‘, wenn ein elastischer Bereich mit der Grenzkurve Z gegen den 
umschließenden plastischen Bereich bleibt. Ist z= w,(£) die analytische Funk- 


_ tion, die das Innere des Einheitskreises & — e? auf das von L abbildet, so gilt in.L: _ 


en 


Toz ex 9 u Re [£ w,(d) +”, (8)]; Tyz m @% x Re [w; (d) SE v w,(d)] 


mit unbekanntem analytischen w,(£). Längs L ist wegen der Plastizitätsbedingung 


T,, = k-siny(r), T,,— k-cosy(r), so daß w,(£) und w,(£) mit Hilfe der Schwarz- 


schen Formel durch y(r) ausdrückbar werden. Damit erhält man eine Parameter- 
darstellung x(r), y(r) für Z und Formeln für r,, und z,, im Innern von Z. — Die 
Richtung 6(r7) auf Z mit verschwindender Schubspannung ist gegeben durch 
ted =—tgy(r). I’ ist Orthogonaltrajektorie zu der durch «&(r), y(r), 0(r) defi-. 
nierten Geradenschar, was eine Parameterdarstellung für 7’ liefert. Bei Vorgabe 
‚von J' ergibt sich umgekehrt eine nichtlineare Integralgleichung für y(r). Hinrei- 
chende Bedingungen für »(r), daß Z und 7’ keine Doppelpunkte aufweisen, werden 
angegeben. — Aus den Formeln folgt, daß bei nicht-kreisförmigem I’ die Grenz- 
kurve L mit wachsendem # immer mehr von der Kreisform abweicht. — Für 
y(r)=r erhält man die Formeln für den Kreiszylinder. Bei stückweise konstantem ı 
y(r) ergibt sich polygonales /'; die Fälle des Rechtecks und des gleichseitigen Drei- 


. eckes sind durchgerechnet. Der elastische Bereich enthält dabei stets eine Umgebung 


der Ecken, so daß letztere abgerundet werden müssen, um die Bedingung des Ver- 
schwindens der Oberflächenkräfte zu erfüllen. Hans Richter (Haltingen/Baden). 
Galin, L. A.: Über die Existenz einer Lösung des elasto-plastischen Problems 
der Torsion prismatischer Stäbe. Priklad. Mat. Mech., Moskva 13, 650—654 (1949) 
[Russisch ]. 
Beider Torsion prismatischer Stäbe mit der Randkurve (genügt die Spannungs- 
funktion 9, im äußeren (plastischen) Bereich der Differentialgleichung 9% + 9, — 2; 
im inneren (elastischen) Bereich ist dagegen 9, = y— @9 (a? + y?)[2 mit Ay = 0. 
Längs der Trennkurve Zist 9, = 9 nebst dp,/ön = &p,/On. Aus C ist p, und damit 
F(x, y) = Y, + @%9 (x? + y?)/2 bestimmt. ZL ist so zu finden, daß längs Z gilt: 
v=F und y„=F, für eine Potentialfunktion y. — Denkt man sich das Innere 
von L auf das des Einheitskreises & — e'? abgebildet und gibt y(#) und y,(®) 


. beliebig vor, so liefern die Poissonsche und Schwarzsche Formel stets ein zuge- 


‚höriges ZL mit Potentialfunktion y. — Wegen Ay = 0 muß | Zn Is =( sein: 


L 
Die Existenz soleher Kurven L ist sichergestellt, wenn es zwei Niveaulinien 7, 
und 7, von F(x, y) gibt so, daß F, <0 längs I, und F,>0 längs I), ist. 
Hans Richter (Haltingen/Baden). 

Torre, €.: Der Spannungszustand in einem schweren Erdkörper. Österreich. 
Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., S.-B., IIa 165, 583—592 (1948). 

Es wird der Spannungszustand in einem Halbraum untersucht, der mit ko- 
häsionslosen schweren Körpern von ungefähr gleicher Größe ausgefüllt und von 
einer waagerechten oder geneigten, ebenen Fläche begrenzt ist. Ein solcher Zustand 
wird durch eine dieke Schicht von losem Sand annähernd verwirklicht, wenn die 
Sandschicht überall unter dem Einfluß der darüberliegenden, gleichmäßigen Last 


"ihre Neigung entsprechend dem Reibungswinkel des Sandes angenommen hat. Statt 


der Grenzbedingung von Rankine T= + uo(u =tgo, wog — Reibungswinkel) 
wird als Randbedingung allgemein eine gekrümmte, überall stetige und differen- 
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zierbare Hüllkurve vorausgesetzt, die von Parabelform angenommen wird, und mit 
deren Hilfe die Spannungsverteilung sowie die Familien der Gleitflächen unter 


plastischem Fließen ermittelt werden, indem die Theorie des Bruches eines Erd- 


körpers als Sonderfall der technischen Bruchtheorie fester Körper behandelt wird. 


Für den schweren Erdkörper ergibt sich das bemerkenswerte Resultat, daß in einer 


zur Geländeoberfläche parallelen Ebene identische Spannungszustände herrschen. v 
Die Zahlenergebnisse sind tabellarisch dargestellt, wonach das Feld der Gleitlinien 


gezeichnet wird. Die nach einer Parabel als Hüllkurve berechneten Gleitlinien 
haben den Vorteil, sich unter einem Winkel zu schneiden, der sich mit zunehmender 


Tiefe einem rechten Winkel nähert. In bezug auf die „wahre“ Hüllkurve verweist N 
Verf. auf zwei seiner früheren Arbeiten [Österreich. Ing.-Arch. 1, 36—50 (1946); 


316—342 (1947)]. Gran Olsson (Trondheim). 


Tartakovskij, B. D.: Zur Theorie der Ausbreitung ebener Wellen dureh eine 
homogene Schicht. Doklady Akad. Nauk SSSR,n. S. 71, 465—468 (1950) [Russisch]. 
Une onde plane traverse n couches homogenes planes; le probleme consiste & 
determiner les coefficients de reflexions et de r&fraction pour le systeme total; il 
revient & un systeme de 2(n + 1) &quations algebriques. L’Au. donne d’abord les 
formules resolutives recurrentes, qu’il transforme ensuite, de maniere & les rendre 
plus symetriques relativement & toutes les couches. Enfin, il discute en detail un 


cas particulier. J. Kravtchenko (Grenoble). 


Serman, D. I.: Zur Theorie der stehenden Sehwingungen eines Mediums bei 


vorgegebenen äußeren Kräften auf seiner Begrenzung. Priklad. Mat. Mech., Moskva 
13, 557—560 (1949) [Russisch ]. 

Das im Titel angegebene Problem wird im wesentlichen nach Methoden gelöst, 
die in einer früheren Arbeit des Verf. mitgeteilt sind [Priklad. Math. Mech., Moskva 
10, 617—622 (1946)]. Für die gesuchten Potentiale der longitudinalen und trans- 
versalen Schwingungen werden mit Hilfe Fourierscher Integrale gewisse allgemeine 
Ausdrücke formal gebildet und aus ihnen die Hauptglieder abgetrennt, die zum 


. Unterschied von ebensolchen in der oben genannten Arbeit, aber auf ähnliche Weise 


wiein einer weiteren Arbeitdes Verf. (dies. Zbl. 31, 52) die zugeordneten Wellenglei- 


‚chungen erfüllen. Verf. bemerkt, daß bei Abänderung des angewandten Verfahrens 


und der Formulierung der Randbedingungen auch andere Darstellungen erhalten 
werden können. Gran Olsson (Trondheim). 


be en ei 


. 


Vekua, I. N.: Über eine Methode zur Lösung der Randwertaufgaben der sinus- - 
förmigen Sehwingungen eines elastischen Zylinders. Doklady Akad. Nauk SSSR, 


n. S. 60, 779—782 (1948) [Russisch]. 


Für ebene sinusförmige Schwingungen eines elastischen Zylinders, dessen Achse 


senkrecht zur xy-Ebene ist, gilt für die Komponenten der Verschiebungen 


cos v t cosvt 
v=V(®y) w—.0, 


ee) sin»t 


. ’ 
sınvt 


v bedeutet die Schwingungsfrequenz. Der Zylinderquerschnitt wird als einfach 


zusammenhängendes Gebiet in der komplexen z-Ebene vorausgesetzt. Verf. wendet 


eine in einer früheren Arbeit [Doklady Akad. Nauk SSSR 16, 155—160 (1937) 
dies. Zbl. 17, 213] abgeleitete Formel für U -+iYV, in die zwei im einzelnen Fall 
zu bestimmende Funktionen @(z) und y(z) eingehen, an, um die Schwingungen zu 
berechnen, falls U und V auf dem Rande L gegeben sind: U+iV =f(t) auf L. 
Die kartesischen Koordinaten der Randkurve sollen dabei 5mal und f(t) 3mal 
nach der Bogenlänge differenzierbar sein. — Nach Angabe des Verf. führt die Be- 
stimmung von 9(z) und w(z) in diesem Fall auf ein Paar konjugierter singulärer 
Integralgleichungen mit zwei unbekannten, im Hölderschen Sinne stetigen, komplex 


2 


konjugierten Hilfsfunktionen &(t) und w(t), die sich durch die bekannten Regu- 
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larisierungsmethoden auf den Fredholmschen Typus bringen lassen. Das so erhaltene 
Gleichungssystem ist äquivalent mit der vorgelegten Randwertaufgabe. Die Kerne 
der Integralgleichungen sind meromorphe Funktionen von », und, da v» = 0 nicht 
 Eigenwert ist, ist nach einem Satz von Tamarkine [Ann. Math., Princeton, II. 8. 
28, 127—152 (1927)] die Resolvente auch eine meromorphe Funktion von », und 


‘zwar sind deren Pole alle reell und stellen die Frequenzen der ‚Eigenschwingungen 


des Zylinders dar. Daraus folgt insbesondere, daß für genügend kleine Werte von » 
die Randwertaufgabe stets lösbar ist. Für v = 0 ergibt sich eine Fredholmsche 
Integralgleichung, die für jede beliebige rechte Seite f(t) lösbar ist und die Lösung 
der vorgelegten Aufgabe im statischen Fall leistet. Svenson (Heidelberg). 


Kaplan, Wilfred: Numerieal methods in the solution of problems of non-linear 


elastieity. Proc. Symposia appl. Math., Nr. 1, (Brown Univ. 2.—-4. 8. 1947. Non- 
linear problems in mechanics of continua) 194—196 (1949). 
Verf. gibt eine Erörterung der Methoden der Relaxation und Gradienten zur 


Bestimmung der Gleichgewichtslage eines Körpers aus der Lösung eines Systems 
simultaner, nichtlinearer Gleichungen [R. Courant, Bull. Amer. math. Soc. 49, 


'1—23 (1943)]. Zur Lösung solcher Probleme bringt Verf. als neue Methode einen 
„Vermittlungsvorschlag“, jedoch keine Diskussion über die Konvergenz des Ver- 
fahrens in den nichtlinearen Fällen, wo die Gleichgewichtslage sich als unstabil 
‚ erweist. Als Beispiel wird die Gleichung AAF = 0 innerhalb eines Quadrates mit 
vorgeschriebenen Randbedingungen in bezug auf F und AF/ön (n Richtung der 
‚ äußeren Normale) numerisch gelöst. Gran Olsson (Trondheim). 


 Hydrodynamik: 


Prasad, Chandrika: On a general theorem on rotating masses by Jeans. Proc. 
 Benares math. Soc., n. S.9, 33—35 (1947). 
Der Satz über die Schranke für die Winkelgeschwindigkeit » einer wie ein 


‚ starrer Körper rotierenden Flüssigkeitsmasse (mittlere Dichte 0): (1) © < V2r xo 
(x Gravitationskonstante) wurde von Jeans auf den Fall übertragen, daß sich die 
Flüssigkeit nur näherungsweise starr verhält. Verf. zeigt, daß Jeans dabei die von 
_ den Corioliskräften herrührenden Glieder in den Bewegungsgleichungen nicht be- 
rücksichtigte und daß (1)im allgemeinen unrichtigist. In praktisch wichtigen Fällen 
' wird die Ungleichung freilich immer noch gelten. Maruhn (Dresden). 
Kelley, James B.: The extended Bernoulli equation. Amer. J. Phys., Lan- 
' caster Pa. 18, 202—204 (1950). 
| Unzufrieden mit den üblichen Ableitungen des Bernoullischen Theorems, leitet 
' Verf. zunächst die allgemeine Formel ab: 


[& %+ [vxw- u xn= [v(@a-P-5) a, 
c @ 


ö 
‚wobei das Integral über irgendeine Kurve erstreckt werden kann, V den Geschwin- 
| digkeitsvektor, @ das Potential der Kräfte und P — [ dplo bedeutet. Aus dieser 
; allgemeinen Formel werden leicht die bekannten speziellen gewonnen. Hamel. 

| Berman, Ja. R.: Abreißende Umströmung eines Kreiszylinders in einer begrenzten 
‘ Strömung. Priklad. Mat. Mech., Moskva 13, 543—546 (1949) [Russisch ]. 

/ Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist die theoretische Behandlung einer Kavi- 
| tationsströmung um einen kreiszylindrischen Körper, welcher sich in einem parallelen 
Kanal von der Breite 2L befindet. Verf. behandelt dementsprechend die ideale, 
inkompressible ebene Strömung für einen Körper, an welchen sich eine Strahlgrenze 
anschließt, die den Kavitationshohlraum mit dem konstanten Druck p, umschließt. 
Die Strömung umfließt den festen Körper vom Staupunkt B bis zu den symmetrisch 
gelegenen Punkten C/, und (,, in welchen sie sich vom Körper loslöst und eine freie 


Sishlöreize bildet. Das Problem wird durch konforme Abbildung des Strömungs- 


'bereiches gelöst, wobei verlangt: wird, daß die Krümmung der freien Strahlgrenze 
im Abreißpunkt endlich bleibt, und zwar wird, um eine annähernd kreiszylindrische 
Körperkontur zu erhalten, in den Punkten C, und (', dieselbe Krümmung wie im 


Staupunkt B des Körpers verlangt. Die Rechnung ergibt, daß im Falle der unbe- | 


erenzten Strömung (L — ©0) das Abreißen beim Winkel @ © 55° eintritt und daß 
dieser Punkt sich bei endlicher Kanalbreite mehr zur Mitte hin verschiebt (9 » 63,5° 
bei R/L = 0,37: R = Zylinderradius). Sie liefert außerdem das Verhältnis der 
Geschwindigkeit im freien Strahl zur Anströmgeschwindigkeit und gibt damit die 
. Möglichkeit zur Bildung eines Widerstandsbeiwertes. Dieser wächst mit dem Ver- 
hältnis R/L. Zum Schluß wird das Ergebnis der Theorie in einer Auftragung des 
berechneten Widerstandsbeiwertes über der Kavitationszahl mit Messungen ver- 
glichen, wobei sich befriedigende Übereinstimmung ergibt. Riegels (Göttingen). 

Vladimirsky, Serge: Sur le mouvement non stationnaire de deux plaques. 
C.r. Acad. Sci., Paris 230, 1928—1930 (1950). 

Verf. bestimmt das komplexe Geschwindigkeitspotential der ebenen instationä- 
‚ren Bewegung einer homogenen, inkompressiblen reibungsfreien Flüssigkeit um zwei 
hintereinander angeordnete Streckenprofile bei Wirbelablösung. Dies geschieht 
_ durch Superposition. der Potentiale, die den Wirbeln, der vertikalen Translation 
. und der Rotation um einen festen Punkt entsprechen und die in Gestalt hyper- 
- .elliptischer Integrale angegeben werden. Maruhn (Dresden). 

; Kaufmann, W.: Nachtrag zu meinem Aufsatz in Band 17, S. 187 des Ingenieur- 
Archivs: „Die energetische Bereehnung des induzierten Widerstandes“. Ingenieur- 
Arch. 18, 139—140 (1950). 

Veranlaßt durch kritische Bemerkungen von Herrn E. Truckenbrodt, wird 
in einem Nachtrag zu der in dies. Zbl. 32, 320 referierten Arbeit gezeigt, daß die 
Funktion y?/n = f(n) (y Zirkulationsverteilung im Wirbelkern, 7 Radius) für 
n—0 bei speziellen Auftriebsverteilungen, insbesondere elliptischer Auftriebsver- 
teilung, nicht gegen unendlich geht, sondern einen endlichen Grenzwert besitzt. An 
‚den früheren Zahlenergebnissen ändert sich hierdurch nichts. Im Nachtrag wird 
ferner gezeigt,daß auch bei parabolischer und dreieckförmiger Zirkulationsverteilung 
des Tragflügels die Abweichungen zwischen der energetischen Berechnung nach. 
Verf. und der Berechnung nach der Prandtlschen Tragflügeltheorie nicht größer 
als 1%, sind. Wuest (Göttingen). 

Weinstein, Alexander: Non-linear problems in the theory of fluid motion with 
free boundaries. Proc. Symposia appl. Math., Nr. 1, (Brown Univ. 2-4. 8. 1947. 
Non-linear problems in mechanies of continua.) 1-18 (1949). 

L’A. expose l’&tat actuel de la theorie des sillages et des jets (&coulements 
plans, permanents, irrotationnels d’un fluide parfait incompressible, soustrait & 
l’action des forces exterieures et limite, & la fois, par des parois rigides et des lignes 
libres). L’A. donne d’abord des indieations sommaires sur le probleme dit indeter- 


mine (resolu par Helmholtz, Kirchhoff, Levi-Civita, Villat et Cisotti). 


— qui revient & construire des ecoulements etudies des plus varies A partir d’ele- 
ments arbitraires convenablement choisis. Les formules resolutives fournissent. du 
coup, les equations (integro-differentielles, non-lindaires) du probleme inverse, dit 
aussi determine, qui revient & trouver l’&coulement correspondant A une configuration 
(donnee de parois rigides. Des lors, la question revient & &tablir. relativement ä 
ce probleme determine, des resultats d’existence et d’unieite. — Pour s’attaquer 
a ces questions difficiles, on a, en premier lieu, eu recours & la methode de continuite. 
Employee sous sa forme traditionnelle, elle a d’abord donne & PA. les premiers en 
date des resultats d’existence et d’unicite (cas du jet symetrigue), göneralises ensuite 
par Hamel, Weyl, Leray et !’A. lui-m&me. A cette occasion FA a introduit des 
artifices de raisonnements encore utilises aujourd’hui. Puis. Leray a applique la 


Wh 2 3 ah ey Y 


. meme methode sous la. forme qu’il ui a donne en collaboration avec Schauder: 
SERRHS 177 e . sun Y . 3 5 N * r 
‚ c'est la methode du point fixe. Ce tres puissant moyen lui a fourni plusieurs resultats 


deeisifs dans la theorie des sillages (cas des obstacles tranchants, non-symetrigue), 


. — etendus depuis & des cas plus compliques (Kravtchenko, Oudart). — La. 
theorie des obstacles non-tranchants (dont l’equation est de la forme y=f(a) 


avec la disposition des axes habituelle) a &t& abordee par Lavrentieff, dans un 
memoire fondamental, d’une lecture diffieile, au moyen des procedes variationnels, 
dont l’A. donne une analyse tres sommaire. — Les idees directrices des methodes 
employees sont tres clairement exposees par l’A. qui delimite le champs de validite 


de chaque proc&d& et presente des remarques eritigues interessantes: peut-etre 
pourrait-on regretter la place preponderante qu’il accorde A la methode de continuite 


traditionnelle. J. Kravtchenko (Grenoble). 
Sal’nev, K. I.: Ein Kriterium für das Entstehen einer Ablösungs-Kavitation 
‚eines kreisförmigen Profils. Doklady Akad. Nauk SSSR,n. 8. 61, 799—802 (1948) 
[Russisch ]. 
Dans le cas du cylindre de r&volution, !’A. propose la formule A, = 1— 2ıis0o 


Er v. 
pour representer le coefficient de cavitation de decollement: 4 = rn 


(Po etant la pression au point le plus en arriere du eylindre). Le contröle exp6- 
u f . 


rimental, effeetue& par l’A., montre que a 
beaucoup plus satisfaisante que celle que donne la formule habituelle A — Pm 
(M etant le point du solide ou la pression est minima). .J. Kravtchenko (Grenoble). 

Chandrasekhar, S.: On Heisenberg’s elementary theory of turbulenee. Proc. 

_R. Soe., London, A 200, 20—33 (1949). 

Die vorliegende‘ Arbeit schließt an die neueren Arbeiten von Heisenberg 

(dies. Zbl. 34, 269, 35. 256) zur Theorie der Turbulenz an und behandelt ebenfalls 


den stationären und den nichtstationären Fall. Im ersteren findet Verf. eine explizite . 


Lösung für das Gleichgewichtsspektrum (vgl. dies. Zbl. 34, 269). Im letzteren Fall 
— für das Abklingen der Turbulenz — reduziert der Verf. das Problem auf die Be- 
stimmung einer einparametrigen Lösungsschar einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung. Die Spektren für verschiedene Werte der (während des Abklingens kon- 
stanten) Reynoldszahlen werden zahlenmäßig und in Diagrammen dargestellt. 
Riegels (Göttingen). 
Kärmän, Theodore von and C. €. Lin: On the eoncept of similiarity in the 
theory of isotropie turbulence. Rev. modern Phys., New York 21, 516—519 (1949). 
Der für die Theorie der isotropen Turbulenz grundlegende Begriff liegt in der 
Annahme der Ähnlichkeit des Turbulenz-Spektrums während des Abnahmeprozesses, 


die gleichbedeutend ist mit der Idee der Erhaltung der Korrelationsfunktionen, die 


zuerst durch v. Kärman in die Theorie eingeführt wurden. Es ist jedoch erkannt 
worden, daß die Korrelationsfunktion ihre Form während des Abnahmeprozesses 
ändert, so daß die Annahme der Erhaltung oder der Ähnlichkeit geeigneter Ein- 
schränkungen bedarf. Für kleine Reynoldssche Zahlen besteht der Abfall wesentlich 
in einer viskosen Enereiedissipitation in jedem einzelnen Frequenzintervall. Wenn 
jedoch eine derartige Energiedissipation in merklichem Grade zwischen den Fre- 
quenzintervallen vorkommt, ist die Deutung des Abnahmeprozesses und die spek- 
trale Verteilung eine völlig andere. Die Verff. geben zunächst eine systematische 
Darstellung der Beziehungen zwischen der Theorie der Korrelationsfunktionen und 
der Theorie des Turbulenzspektrums, was durch eine dreidimensionale Fourier- 
Transformation der Gleichung für die Änderung des Korrelationstensors geschieht. 
Sie zeigen, daß es nötig ist, in der Theorie mindestens d rej Bereiche zu unterscheiden 4 
a) den der niedersten Frequenzen, der durch die Loitsianskysche Invariante (Jo) 
gekennzeichnet ist, b) einen Zwischenbereich, der merklich beeinflußt wird durch die 
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varie entre 3%, et 14% ; concordance 
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Änderung der Energiedissipation e, und c) den Bereich hoher Frequenzen im Sinne 
von Kolmogoroff. Dies macht die Einführung von drei Systemen von charak- 
teristischen Größen erforderlich, die miteinander und mit anderen physikalischen 
Größen in Zusammenhang gebracht werden müssen. Die daraus gezogenen Folge- 
rungen müssen weiterhin experimentell bestätigt werden, wobei Versuche für hohe 
Reynoldssche Zahlen, die sich über hinreichend lange Perioden erstrecken, z.Z. 
' nur in sehr geringer Zahl vorliegen. Th. Pöschl (Karlsruhe). 

Batchelor, 6. K.: The role of big eddies in homogeneous turbulence. Proc. 
R. Soc., London, A 195, 513—532 (1949). 


Die in den letzten Jahren durchgeführten experimentellen Untersuchungen über isotrope 
Turbulenz haben gezeigt, daß die großen Turbulenzelemente, die zunächst nur einen verschwindend 
kleinen Teil der Gesamtenergie enthalten, doch eine wichtige Rolle spielen. In der vorliegenden 
Arbeit wird daher die Bewegung untersucht, die mit diesem langwelligen Bereich verbunden ist, 
und zwar im allgemeineren Fall der homogenen Turbulenz. Verf. führt hierzu einen „Spektral- 
tensor“‘ ein, der als dreidimensionale Fouriertransformierte des mit zwei Geschwindigkeits- 
komponenten gebildeten Korrelationstensors definiert ist. Die Eigenschaften des Spektrums 
als Funktion des Wellenzahlvektors f werden besonders für kleine Absolutwerte k erörtert. 
Aus der Kontinuitätsgleichung folgt, daß die auf ein Intervall dk entfallende Energie für kleine k 
mit kt wächst. Die zeitliche Änderung des Spektraltensors wird aus den Navier-Stokesschen 
Differentialgleichungen hergeleitet, deren Glieder als Fouriertransformierte gewisser Mittel- 
werte angeschrieben werden, die mit den Geschwindigkeitskomponenten und dem Druck an 
zwei Stellen P und P’ gebildet werden. Bei Berücksichtigung der Kontinuitätsbedingung fin- 
det man, daß die Glieder 1. und 2. Grades in k bei der Entwicklung der Spektralfunktion nach 
k während des ganzen: Zerfallvorganges konstant bleiben. Die größten Turbulenzelemente sind 
. daher beständig und nur durch die Anfangsbedingungen bestimmt. In der Endperiode, in der 
die kleinen Turbulenzelemente zerfallen sind, werden sie vorherrschend. Die Wirkung der kleinen 
Turbulenzelemente auf die unveränderlichen großen verhält sich wie eine richtungsabhängige 
turbulente Zähigkeit. In einem Schlußabschnitt wird die Anwendung dieser Überlegungen auf 
Ähnlichkeitshypothesen kurz erörtert. ; Wuest (Göttingen). 

Batchelor, &. K. and A. A. Townsend: The nature of turbulent motion at large 
wave-numbers. Proc. R. Soc., London, A 199, 238—255 (1949). 

Verff. befassen sich in diesem Bericht mit der Form des Gleichgewichtsspektrums 
der isotropen Turbulenz, welches mit k als Wellenzahl nach Heisenberg (s. dies. 
Zbl. 34, 269) in der Form E(k)  k=3/3 (1 + (k/k,)%)*'3 geschrieben werden kann, 
wobei k, eine von der kinematischen Zähigkeit abhängige Größe ist. Für große 
k geht dieses Gesetz in die Form E(k) nk"? über. Während das k2/3-Gesetz 
für das Gebiet kleiner Wellenzahlen (k <%k,) durch die Messungen von 
Townsend [Proc. Cambridge phil. Soc. 44, 560 (1948)] bestätigt wurde, stand 
eine solche Bestätigung für das Gebiet großer Wellenzahlen (k, <k < oo) bisher 


aus. Die vorliegende Arbeit bringt nun gerade solche Messungen und zwar werden 


[6,0] 
die Integralmomente des Spektrums D,, = konst. f k2r E(k) dk bzw. (was meß- 
Ö 


technisch praktischer ist, aber auf dasselbe hinauskommt) die höheren Differential- 
quotienten der Korrelationsfunktion f(r) gemessen. Mit diesen D,, wird der bei 
hohen Reynoldszahlen konstante dimensionslose Ausdruck D, - D72- D, gebildet. 
Der Zahlenwert dieses Ausdruckes ist nach den Messungen ziemlich hoch, was ein- 
deutig zugunsten des Heisenbergschen Ansatzes für das Spektrum und gegen ge- 
wisse Vorschläge von anderer Seite (Obukhoff, Kovasznay) spricht; anderer- 
seits bestätigt sich die Heisenbergsche Vermutung, daß auch das k-7-Gesetz für 
beliebig große Wellenzahlen nicht mehr gilt. Es zeigt sich nämlich, daß die Schwan- 
kungen bei großen Wellenzahlen wachsen, so daß anscheinend eine obere Grenze für 
die räumliche Ausdehnung des Spektrums existiert. ‚Das theoretische Spektrum 
E(k), welches bisher gleichmäßig über den Raum verteilt angenommen wurde, ent- 
spricht praktisch dem Mittelwert des Spektrums über ein größeres räumliches 
Gebiet“. — In einem Anhang berichtigt der erstere Verf. seine Bemerkung auf dem 
VII. internationalen Kongreß für angewandte Mechanik über die Gültigkeit des 
Gleichgewichtsspektrums bei abklingender Turbulenz. Riegels (Göttingen). 
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 Jaglom, A. M.: Über die lokale Struktur des Temperaturfeldes in einer turbu- 


lenten Strömung. Doklady Akad. Nauk SSSR,n. 8. 69, 743 —746 (1949) [Russisch ]. 
Oboukhov [Obuchov, Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. geogr. geofis. 13, 
Nr. 1 (1949)] a applique la theorie de Kolmogoroff A P’&tude de la structure locale 


des champs des temp6ratures des &coulements turbulents & grands nombres de 


Reynolds (le phenomene presente alors l’isotropie et l’'homog£neite locales). Les 
pulsations de la temperature, tres faibles, sont supposees n’avoir aucune influence sur 
le developpement de la turbulence; le rayonnement calorifique interne et l’&chauf- 


fement par dissipation de l’önergie sont negliges. La methode d’Oboukhov utilisait 


la theorie des dimensions et celle de la similitude: l’A. se propose de preciser et de 
completer ces conclusions en partant des 6quations de ’hydrodynamique. — Re- 
prenons les notations de Kolmogoroff, devenues classiques, pour diverses fonctions 
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structurales. 7 e&tant la temperature, N et k des constantesd’Oboukhov, x le 


eoeffieient de conductibilite calorifique du milieu, PA. etablit d’abord l’equation: 
d[Drr (r)] en 4 


Dirr(r) — 2x 2 5 Nr. | 
De 1ä les formules asymptotiques: Dyr & (1/3x) Nr? (r petit); Dier(r) =—3Nr 
(r grand). Des hypotheses suppl&ementaires conduisent & la formule: 
. Drr(r) 8 K®N E73 (pour r grand). 


— Un proeede d’interpolation donne alors Dy„(r) pour toute valeur de r. 
J. Kravtchenko (Grenoble). 
Taylor, 6. I. and G. K. Batchelor: The effect of wire gauze on small disturbances 
in a uniform stream. Quart. J. Mech. appl. Math., Oxford 2, 1-29 (1949). 
Bericht über die Wirkung eines geflochtenen Drahtgewebes auf die kleinen 
Störungen einer gleichförmigen Luftströmung. Die aerodynamischen Eigenschaften 
eines solchen Geflechtes bestehen in einem Druckgefälle (pressure drop) und in einer 
Seitenabweichung, die es in einer gleichförmigen Strömung verursacht, wenn diese 
unter einem beliebigen Winkel das Geflecht anströmt. Durch Messungen wurde 
bestätigt, daß beide Charakteristika für alle Geflechte und alle Reynoldsschen 
Zahlen einheitlich dargestellt werden können. Durch Beschränkung auf kleine Stö- 
rungen wird das Problem linearisiert. Die Wirkung eines Geflechtes besteht darin, 


_ die Größe der Störungen zu vermindern, während ihre Gestalt unverändert bleibt. 


Es wird die Annahme getroffen, daß ein Geflecht an sich keine Turbulenz strom- 
abwärts erzeugt. Die Reduktion einer in der Strömung vorhandenen Turbulenz 
hängt vom dreidimensionalen Energiespektrum ab und ist nicht gleichmäßig, auch 
wenn die ankommende Turbulenz isotrop ist. In I wird eine Methode beschrieben, 
durch die die Seitenkraft und die Schleppkraft eines Gitters gemessen werden 
können. Teil II enthält eine Lösung des Problems von Prandtl und Collar über 
die Wirkung eines Geflechtes auf eine kleine stationäre Längsstörung und Vergleiche 
mit Messungsergebnissen. In III wird die Wirkung eines Gitters auf eine allgemeine 
nicht-stationäre Störung diskutiert, und zwar auf eine vorhandene Turbulenz, 
und es werden Ausdrücke für die Abnahme der mittleren Quadrate der Geschwin- 
digkeitskomponenten abgeleitet. Literaturübersicht. Th. Pöschl (Karlsruhe). 

Fajnzil’ber, A. M.: Einige Fälle der Reduktion der Bewegungsgleiehungen in 
der Grenzsehicht einer zähen, kompressiblen Flüssigkeit auf gewöhnliche Differential- 
gleiehungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 64, 775—778 (1949) [Russisch]. 

Moyennant un changement convenable de variables et de fonctions inconnues, 
PA. ramene & l’integration de l’&quation unique en ,(#, n): 
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le probleme de la couche limite d’un fluide visqueux tant compressible qu’incompres- 
sible (les deux cas se distinguant d’apres la forme des coefficients, explieites par 
17 
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PA.). L’A. indique des cas de reduction du probleme ainsi transforme & des 
&quations differentielles ordinaires: pour celles-ci, & son tour, il indique des cas de 


. reduction aux quadratures. J. Kravichenko (Grenoble). 


Berker, Ratip: Inegalit6 verifiee par Penergie einetique d’un fluide visqueux 
incompressible oceupant un domaine spatial borne. Bull. Techn. Univ. Istanbul 2, 
'41--50 und türkische Zusammenfassg. 41 (1949). 

Diese Arbeit ist eine ausführliche Darstellung einer vorhergeh. Arbeit des Verf. 
(dies. Zbl. 33, 413). Dizioglu (Istanbul). 

Davies, €. N.: Viseous flow transverse to a eireular eylinder. Proc. phys. 
Soc. London, Sect. B 63, 288—296 (1950). 

Entsprechend dem Vorgehen von Lamb (1911) wird die zähe Strömung um 
einen Kreiszylinder aus einer ungestörten Strömung und einer Störungsströmung 
zusammengesetzt, wobei in den Navier-Stokesschen Differentialgleichungen quadra- 
tische Glieder der Störungsbewegung vernachlässigt werden. Während jedoch 
Lamb stillschweigend ein Glied ersten Grades in der Reynoldschen Zahl vernach- 
lässigt, werden hier alle Glieder ersten Grades berücksichtigt. Es zeigt sich aller- 
dings, daß die Lambsche Formel für den Gesamtwiderstand der Kugel dennoch 
richtig bis auf Glieder ersten Grades ist. Wuest (Göttingen). 

Hausenblas, H.: Die nicht-isotherme laminare Strömung einer zähen Flüssig- 
keit dureh enge Spalte und Kapillarröhren. Ingenieur-Arch. 18, 151—166 (1950). 

Die laminare Strömung einer zähen, inkompressiblen Flüssigkeit durch ein 
kreisförmiges Rohr oder einen’ Spalt bei ebener Bewegung wird unter Berücksich- 


“ tigung des Umstandes behandelt, daß die Flüssigkeit sich erwärmt und dabei die 


Zähigkeit abnimmt. Wird für den reziproken Zähigkeitskoeffizienten ein lineares 
Gesetz angenommen, so läßt sich die Aufgabe mittels Besselscher Funktionen glatt 
lösen, bei einem quadratischen Gesetz sind Näherungsmethoden notwendig. Auch 
graphische Verfahren werden angegeben. Gegenüber der Hagen-Poiseuilleschen 


Parabel sind die Profilkurven schlanker, was man erwarten kann. Hammel. 


Wannier, Gregory H.: A centribution to the hydrodynamies of luhrieation. 
Quart. appl. Math. 8, 132 (1950). 

Diese Arbeit stellt eine eingehende Untersuchung der hydrodynamischen Theorie 
der Schmiermittelreibung dar, ausgehend von den Stokesschen Gleichungen der 
Hydrodynamik. Dabei wird üblicherweise die Zähigkeit unveränderlich angenommen 
und die Trägheitskräfte vernachlässigt. — Im ersten Teil der Arbeit werden die 
für diesen Fall genaueren Stokesschen Gleichungen mit der Revnoldsschen Glei- 
chung verglichen und die Ableitung der letzteren von den ersteren gezeigt. Im 
zweiten Teil setzt Verf. die Untersuchungen von Duffing [Z. angew. Math. Mech. 
4, 294—314 (1924)] und Reissner [Z. angew. Math. Mech. 15, 81—87 (1935)] für 
zylindrische Lager unendlicher Breite fort. Er gibt Formeln für den Gesamtdruck 
und das Reibungsmoment. Mehrere Sonderfälle werden behandelt und, unter 
anderen, die klassische Sommerfeldsche Lösung erhalten. Die somit erhaltenen 


‚ Formeln werden für ein Beispiel berechnet und graphisch als Strömungsbilder dar- 


gestellt. — Ein weiterer Teil der Arbeit enthält die Behandlung des sphärischen 
Lagers (als Beispiel für ein Lager mit Seitenfluß). Die Stokesschen Gleichungen 
führen in diesem Falle zu einem scheinbar unlösbaren Ergebnis. Deshalb wurde. 


| auf die Reynoldssche Gleichung zurückgegriffen. Dizioglu (Istanbul). 


Borodin, V. A. und Ju. F. Ditjakin: Instabile Kapillarwellen an der Grenzfläche 
zweier zäher Flüssigkeiten. Priklad. Mat. Mech., Moskva 13, 267-276 (1949) 
[Russisch ]. 

On sait qu’une veine liquide, se deplacant (avec une vitesse relative suffisante) 
au sein d’un liquide different, se fractionne en gouttelettes; quelques cas exceptionnels 
mis & part, celles-ci n’ont pas un diame&tre constant — fait que les thöoriciens (Ray- 


. r .. a Re \ te 7 x 
leigh, Tomotika) ne sont pas parvenus & expliquer. Le phenom£ne est de nature: 
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fort complexe, m&me en negligeant la turbulence: et comme le sch&ma pröpose par 
les AA. — si eloigne soit-il de la r&alit& — permet de se rendre compte du mecanisme. 


de la formation des gouttelettes de grosseurs differentes, la tentative d’interpretation 


ci-apres parait digne d’interet. — Les AA. considerent un mouvement plan de deux 


liquides visqueux indefinis, en contact le long d’une surface de separation 8, supposee 
rectiligne en regime stationnaire (translation uniforme pour chaque liquide: 


les AA. admettent l’existence d’un glissement relatif le long de $; ef. p. 268). 


— Is etudient sur les &quations, linsarisees de Navier-Stokes, les effets d’une 
perturbation harmonique derivant de la fonction de courant 


v=hy)ews-, % 
Ox etant parallele & la direction du courant (methode elassique de Rayleigh); les 


forces exterieures sont nögligees, mais on tient compte des conditions le long de 8 
(contact de deux fluides visqueux; actions superficielles). On forme ainsi l’&quation 
caracteristique entre x et P; aux solutions les „plus instables“ (au sens de Rayleigh) 


correspondra le phenomene du detachement des cretes de la ligne ondulee S; le 


diametre des filets detaches (gouttes) d&pend des &, d’on existence de plusieures 


diametres possibles. -—— La question revient des lors & discuter le signe des Re ß de 
l’equation caracteristique; l’emploi de la methode de Neumarck (ce Zbl. 30, 103) 
„permet aux autenrs de discuter plus completement un cas particulier. 

J. Kravtchenko (Grenoble). 


Krasil’s&ikova, E. A.: Zur Theorie der stationären Bewegungen einer kompressib- 


len Flüssigkeit. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 72, 23—26 (1950) [Russisch]. 


En chaque point de l’axe Ox est disposde une source d’intensite variable avee 


le temps t: g = fu(t—t,) f,(t); la source commence & fonctionner & l’instant ou 
Vatteintle mobile = ut (u<0); f,(t) nedepend pas de la source ; ilen est de m&me de 
fo (€ — t,) si, pour la source consideree, on compte les temps & partir de son entröe 
en action. — L’Au. calcule le potentiel des vitesses (en axes lies & la translation «t) 
cr&ee pas ces sources; on deduit de lä le potentiel @* (x, y, z,t), dü & une source unique, 
placee & l’origine des axes mobiles d’intensite f,(t); [& noter que Prandtl avait 
resolu le probleme pour f,(t) constant]; la solution est valable pour wSa, «@ 
etant la vitesse du son. — Dans la deuxieme partie, !’A. note que @ est solution de 
’equation des ondes: 
(1) (a? — u?) =» + a? & + 0a? Eee 2u ee 0 
\ HF op Or ol ot 0x 


0x? 
Ilen resulte qu’en envisageant la constante multiplicative € — qui intervient dans 


Pexpression de g* — comme fonction de deux parametres et en integrant par rapport 


A ces paramötres, on obtient encore une solution @ de (1). — Soit alors un profil 
d’aile mince, de faible courbure, se d&plagant d’un mouvement de translation uni- 
forme u(|u| > a) (angle d’attaque faible); ce mouvement est troubl& par de petites 
perturbations qui peuvent, &ventuellement deformer le contour m&me de laile. 6 
L’Au. cherche le potentiel des vitesses p (x, %, 2, t), dü & ces perturbations, connais- 
sant &p/0z & Vinterieur du contour apparent de Yaile sur Ox Y (Oxyz etant lie au 
contour). Un choix convenable de € donne la r&ponse & la question posee; la solution 


est explieite dans le cas tridimensionnel; dans le cas du plan, elle s’obtient sous 


forme de se£ries. J. Kravtchenko (Grenoble). 
Kljafkin, A. L.: Isotherme Strömung eines Gases in einem zylindrischen Rohr. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. 8. 73, 467-470 (1950) [Russisch]. n 
Klja®kin, A. L.: Die Bewegung eines Gases in einem zylindrischen Rohr mit 
Erwärmung bei Vorhandensein von Reibung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. >. (3, 
- 671—674 (1950) [Russisch ]. 
Sokolovskij, V. V.: Über eine Transformation der Gleichungen einer ebenen Gas- 
strömung. Priklad. Mat. Mech., Moskva 13, 253—256 (1949) [Russisch ]. 
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L’A. etudie les &coulements plans, permanents irrotationnels des gaz parfaits. 
Les &quations du mouvement sont ramenees & un systeme de deux 6quations aux 
derivees partielles du 1° ordre dont l’Au. etudie les caracteristiques sous forme 
parametrique (tant dans le cas r6el que dans le cas imaginaire). Dans le cas reel 
(mouvement sursonique) il pr&eise la forme des conditions frontieres le long d’une 
ligne de courant et le long d’une ligne libre. — Un changement de variable trans- 
forme le systeme du 1° ordre ci-dessus en un autre qui admet des solutions parti- 
culieres s’exprimant au moyen des fonctions analogues & celles de Tchaplyguine. 

J. Kravtchenko (Grenoble). 


"Imai, Isao and Hidenori Hasimoto: Application of the W.K.B. method to the 


flow of a eompressible fluid. IL. J. Math. Phys., Massachusetts 28, 205—214 


1950). 
£ = einer vorhergehenden Abhandlung (dies. Zbl. 35, 257) hatte der erstgenannte 
Verf. die Grundgleichungen einer zweidimensionalen kompressiblen Strömung nach 
der aus der Quantentheorie geläufigen sogenannten W.K.B.-Methode behandelt 
und eine neue Näherungsmethode zur Behandlung der sogenannten ‚Unterschall- 
strömung‘‘ um ein beliebiges Profil erhalten. Nunmehr wird diese Methode auf 
gewisse typische Fälle von besonderem Interesse angewendet, um ihre Brauchbarkeit 
zu zeigen. Zunächst wird der Fall der ebenen Platte behandelt, dann der Kreis- 
zylinder, schließlich der elliptische Zylinder. MM. Pinl (Dacca). 
Stanjukovit, K. P.: Einige exakte Lösungen der Gleiehungen der Gasdynamik 
für zentral-symmetrische Bewegungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 60, 
1141—1144 (1948) [Russisch]. 
L’A. envisage le systeme differentiel r&gissant un ecoulement gazeux & entropie 
variable (forces exterieures negligees), tel que seule la composante radiale u = « (r, £) 
. soit #0. En vue des applications (notamment & l’astrophysigue), il construit 
quelques solutions exactes indefinies de ce systeme: citons celles qu’il appelle auto- 
semblables, ou toutes les inconnues [%(r, t), p(r,t), o(r,t)] sont de la forme: f(t) r“, 
a etant constant. J. Kravtchenko (Grenoble). 
Levey, H. C.: High-speed flow of a gas past an approximately elliptie eylinder. 
_ Proc. Cambridge phil. Soc. 46, 479—491 (1950). 

°  T.M:. Cherry gab in zwei Arbeiten (s. dies. Zbl. 29, 176 und 31, 432) die strenge 
Konstruktion ebener isentroper Gasströmungen um Zylinder (ohne und mit Zirku- 
lationsströmung) auf der Basis der Hodographenmethode bei Unterschallanströmungs- 
geschwindigkeit U in x-Richtung. Speziell interessierte er sich dabei für die kom- 
pressible Verallgemeinerung der inkompressiblen Umströmung des Kreiszylinders. 
— In der vorliegenden Arbeit wird ganz in den Bahnen Cherrys für den zirkulations- 
freien Fall die analoge Untersuchung gemacht, indem von der inkompressiblen 
Umströmung eines elliptischen Zylinders beliebiger Halbachsen a, b und beliebiger 
Anstellung x gegen die Anströmrichtung ausgegangen wird. Während für die aus 
dem Geschwindigkeitspotential @(&, y) der Strömungsebene durch die Legendre- 
transformation gewonnene Funktion 2 (u, v) der Hodographenebene bei Cherry 
im wesentlichen (d.h. bis auf unwesentliche Konstanten und ohne Berücksichtigung 
des konjugiert-komplexen additiven Teils von 2) die Funktion 2= yı —L 
als zu verallgemeinernde inkompressible Ausgangsfunktion anzusetzen ist 
C=(uw+iv/U =g:e?/U), hat Verf. es mit der entsprechenden 
Ausgangsfunktion 2= yt —£ yı — el[e=er2ie (a — b)/(a + b)] zu tun. 


— Entsprechend der allgemeinen Theorie erhält man aus einem ‚„inkom- 


[0,0] 
kompressiblen“ Legendrepotential ME 3 A,e”9.'g" ein „kompressibles‘“ 
v- 
OR > A,e”®F,(tT), indem man q° durch die hypergeometrische Funktion 
Vz 


vw—]1) 
2 (2 —1) 


ersetzt (dabei ist mit a, als Schallgeschwindigkeit des ruhenden Mediums und 
‚iz 2 
; u ea zur Abkürzung gesetzt). Die Be- 
schreibung von (,, in der ganzen Hodographenebene erfordert i.a. wegen der 
für ein Umströmungsproblem notwendigen Verzweigung bei g—= U eine endliche 
Anzahl von Potenzreihenentwicklungen der angegebenen Art; sie sind gegenseitige 
analytische Fortsetzungen voneinander. Die entsprechend kompressibel verall- 
gemeinerten Reihen sind aber nicht notwendig analytische Fortsetzungen vonein- 
ander, und es ist dies Fortsetzungsproblem der verallgemeinerten Reihen, welches 
den Kernpunkt der Untersuchungen ausmacht. Waren es bei Cherrys Fall des 
Kreiszylinders 4 Reihen, so sind es im vorliegenden Fall des angestellten elliptischen 
"Zylinders jetzt 6 Reihen, die zu untersuchen sind. Behrbohm (Waldkirch i. Br.). 

Binnie, A. M.: Notes on gas flow through a nozzle. Proc. Cambridge phil. Soe. 
46, 492—499 (1950). 

Der 1. Teil dieser Arbeit zieht frühere Messungen vom Verf. und M. W. Woods 
[Proc. Inst. Mech. Engineers 138, 229—266 (1938)] an Dampfdüsen heran zur Be- 
‚Sfätigung der Theorie von Hooker [Proe. R. Soc., London A 145, 52 (1934)], 
nach der bei Überschallströmung im divergenten Teil einer Düse ein (stationärer) 
. ‚oszillatorischer Druckverlauf auftreten kann. — Der 2. Teil bringt kurze Bemer- 
kungen zur Numerik bei den verschiedenen theoretisch (approximativ) möglichen 
‚Fällen der Geschwindigkeitsverteilung in der Umgebung der engsten Stelle einer 
ebenen Lavaldüse. Behrbohm (Waldkirch i. Br.). 

Kärmän, Theodore von: The similarity law of transonie flow. J. Math. Phys., 
Massachusetts 26, 182—190 (1947). | 


Es handelt sich um das Problem der schallnahen Umströmung von flachen ebenen oder 
auch schlanken drehsymmetrischen Störkörpern in kompressiblen Medien. Bekanntlich reicht 
die übliche lineare Näherungstheorie (Vernachlässigung quadratischer und höherer Glieder in 
den Störgeschwindigkeiten) nicht aus, um die wesentlichen Eigenschaften solcher gemischten 
Unterschall-Überschallströmungen zu beschreiben. Verf. führt daher zunächst eine Störungs- 
rechnung durch, bei der zweigliedrige Produkte in den Störgeschwindigkeiten und (oder) deren 
Ableitungen beibehalten werden. Er findet dadurch im ebenen Fall für das durch 


u=c* + px, v= play 


definierte Störpotential (vw, v Geschwindigkeiten in x, y-Richtung eines kartesischen Koordinaten- 
systems der Strömungsebene, ce *= kritische Schallgeschwindigkeit) aus der bekannten gas- 
dynamischen Gleichung für das Geschwindigkeits- (oder auch das Stör-)potential die Näherungs- 
differentialgleichung 


RMQ=-Fa,b; +1; rn) mit a+b,=»+_—_,0,-— 


= n als Adiabatenexponent = 


vl 2 09 09 02p N 


he 2 Om oa | c* Ay onöy Ay: 

mit den Randbedingungen (u, == Anströmgeschwindigkeit, M& zugehörige Machzahl) 
a SEIN, LEER 

b) — BO en Y 1 Re ET NE 

= ex 400 < es )» oy für 2 — oo 

(3) RU nah ner 


CHOR 
» ist dabei das Verhältnis der spezifischen Wärmen, 7 die relative Profildicke, ! die Profillänge, 
- dyl/dx die Neigung der Profilkontur gegen die x-Achse, die in der Bedingung (3) für hinreichend 
kleine z approximativ auf y=0 (statt auf der Kontur selbst) vorgegeben wird, und A ist eine 
von der Profilgestalt abhängige Funktion der Größenordnung 1. Mit den Abkürzungen 
T=(y+1)/2 und K = (1— M.)/( 7)?” und mit der Substitution 


(4) z=l8, y=-Kıl) Pr; pay) Ir RT En) 


geht dann die bei festgehaltenem K für hinreichend kleines |1— M%)| auf die Differenz des ersten 
und dritten Gliedes allein verkürzbare Gleichung (1) über in 


r DA 
(1) “DE 2 m 


1 J > .. % N a‘ « 4 43 2) ak PD ER 
ins x „ - - Veen, 
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_ mit den Randbedingungen 
af 
(2‘) Z = nk, 20 für &= — ©, und (3) =) fürn= +0, 0<sEsI1, 


Hierin steckt das folgende Ähnlichkeitsgesetz für schallnahe Umströmung flacher Profile: Eine 
Lösung von (1’), (2), (3°) bei festem K gibt eine ganze Klasse von Strömungsbildern gemäß (4), 


‚die alle durch (r7’)-®3 (1— M&) = K = const." zusammenhängen; K > 0 entspricht Unter- 


schall-, K = 0 Schall- und K < 0) Überschallanströmung [(2) bzw. (2’) gilt im letzten Fall nicht 
nur im Unendlichen, sondern bis zur 1. Störung durch das Profil]. — Für den Auftriebsbeiwert e, 


“und den Widerstandsbeiwert c,, ergibt sich hieraus im Rahmen der getroffenen Näherungsvor- 


aussetzungen mit geeigneten Funktionen A und W ihres Arguments 


1213 H | (rt Py13 zdls a | (r TyU3 
Go Tr N Deren . 
DE \VR MS) m VI 


— Die erweiterte Gültigkeit dieses Gesetzes auch für schallnahe Strömungen mit annähernd 


senkrechten Verdichtungsstößen wird behauptet. Für drehsymmetrische Strömungen wird die ' 


Herleitung eines analogen Ähnlichkeitssgetzes skizziert, das sich kurz in die Aussage 
K = (1— M«)/tT? T = const. zusammenfassen läßt. — Für schallnahe Überschallströmungen 
wird das Ähnlichkeitsgesetz an der Keilströmung, an der Prandtl-Meyerschen einparametrigen 


' Expansionsströmung und an Taylor-Maccolls Kegelströmung verifiziert. — Zuerst angedeutet 


wurde ein schallnahes Ähnlichkeitsgesetz wohl von G. Guderley [M. O. S. (A) Volkenrode, 


‚ Reports and Translations Nr. 110]. Für den Fall K=0 wurde es vom Verf. im Sept. 1946 


auf dem 6. Internationalen Kongreß für angew. Mechanik in Paris vorgetragen. Unabhängig 
davon wurde es für ebene Strömungen allgemein (aber noch ohne die y-Abhängigkeit) auch von 
K.Oswatitsch gefunden: A new law of similarity for profiles valid in the transonic region, 
R.A.E.Technical Note No. Aero 1902, April 1947; siehe auch K.Oswatitsch (dies. Zbl. 
31, 91). Eine Kritik der Herleitung, der Formulierung und des behaupteten Gültigkeitsbereiches 
des allgemeinen Ähnlichkeitsgesetzes findet man bei M.M.Munk [The Transonie Similarity 
Law, Naval Ordnance Laboratory Memorandum 10836, April 1950]. Behrbohm. 

Ray, M.: Linearized supersonie flows around a body of revolution. Bull. Cal- 
eutta math. Soc. 42, 31—36 (1950). 


Fragestellung trivial, Inhalt falsch. Behrbohm (Waldkirch i. Br.). 
Shen, S. F.: Hypersonie flow over a slender eone. J. Math. Phys., Massachusetts 
27, 56—66 (1948). ; 


Die Strömung um einen Körper von solch kleiner Dicke, daß das Produkt aus 
ihr und der Machzahl M® der freien Strömung von der Größenordnung Eins wird, 


‚läßt sich nicht mehr durch Linearisierung der Differentialgleichung behandeln. Für 


den Fall der zweidimensionalen und der achsensymmetrischen Strömung stellte 
H.S. Tsien [J. Math. Phys. 25, 247—251 (1947)] die bestehenden Gleichungen 
und Ähnlichkeitsgesetze auf; W.D. Hayes [Quart. appl. Math. 5, 107 (1947)] 
untersuchte ihre physikalische Bedeutung. Die vorliegende Arbeit ist eine An- 
wendung dieser Untersuchungen auf den Fall eines Kegels mit kleinem Öffnungs- 
winkel 2ß, in dem die Strömung nach Tsien allein durch den Parameter K = MP ß 
charakterisiert ist. Der Grundgedanke zur Behandlung des Problems besteht darin, 
nach dem Vorbild von Hayes durch die Transformation x = Ut (U — Geschwin- 
digkeit der freien Strömung) eine Differentialgleichung zu erhalten, die bei Auffas- 
sung von t als Zeitparameter die Ausbreitung der von einem 'gleichförmig sich aus- 
dehnenden Kreiszylinder ausgehenden Zylinderwellen wird, und hierbei sich die von 
G.I. Taylor [Proc.R.Soc., London, A 186, 273—292 (1946)] für den analogen Fall 
einer sich gleichmäßig ausdehnenden Kugel gewonnenen Gesichtspunkte zunutze 
zu machen. Radialgeschwindigkeit v, Druck p und Dichte o werden Funktionen 
allein von s= y/t. Betrachtet man den isentropischen Fall mit Po” = const. 
(Y= c,/e,) und setzt mit Taylor u =v/s, &=c2/s?, a = log s, wo c die örtliche 
Schallgeschwindigkeit ist und ‚ı als unabhängige Veränderliche gedeutet wird, so 
ergeben Gleichgewichts- und Kontinuitätsbedingung die beiden Differentialglei- 
chungen 

A)  _2EL + FrDa-Yt—e) 

du u 2° —(1—u) 


und 
) = a; De du 
Bo. m 20 —(1— 2 
mit den Randbedingungen 
(3) uU Fr B, = 1, a Sr c/o; => 1/M; Be 0, — log UB, 


in denen der Index s die Werte auf der Kegeloberfläche andeutet. Da der Ausgleich 


von Kegelumströmung und freiem Strom durch eine Stoßwelle erfolgen muß, lassen 


sich nach Taylor aus den Rankine-Hugoniotschen Stoßbedingungen die Werte &, 


und 4, (der Index 1 bezeichnet die Werte hinter dem Stoß) als einfache Funktionen 
von 9,/p° (p° = Druck der freien Strömung) angeben. Die Lösung (1) und (2) ge- 
schieht dann für vorgegebenes willkürliches M,ß in (3) durch einen geeigneten 
Potenzreihenansatz näherungsweise und nötigenfalls durch Fortsetzung mittels des 
Adamschen Verfahrens bis zum Schnitt mit der &,- bzw. u,-Kurve. Die dadurch 
gewonnenen Werte von {und o—o, sind in Tabellen-, die von ,/ß = exp (o— o,) 
und 0,,/8° mit O0,, = (p,— pP)/40° U? in Diagrammform wiedergegeben, die ein- 
gehend diskutiert und insbesondere mit der von G. I. Taylor [Proc. R. Soc. London 
A 139 (1933)] mitgeteilten numerischen Lösung der exakten Gleichung der Über- 
sehallströmung und den Tabellen von Kopal [Massachusetts Institute of Techno- 
logy: Department of Electrical Engineering, Center of Analysis, Technical Report 
No.1 (1947)] verglichen werden. Auch Überschallströmungen werden noch zum 
Vergleich herangezogen. Grell (Berlin). 

Beskin, Leon: Supersonie flow past airfoil tips. J. appl. Mech., New York 16, 
329—345 (1949). 

Verf. bestimmt die linearisierte Überschallströmung an den Enden von dünnen! 
schwach gewölbten und wenig angestellten Flügeln mit scharfer Vorder- und Hinter- 
kante, deren Oberfläche sich aus abwickelbaren Flächen zusammensetzt. Die all- 
gemeine Lösung läßt sich durch Superposition aus den Lösungen für die angestellte 
Platte und den nicht angestellten Keil gewinnen. Diese werden mit Hilfe der Buse- 
mannschen Kegelströmungen berechnet. Die Vorder- und die Seitenkante des 
Flügels dürfen beliebige Winkel mit der Richtung der Grundströmung bilden, nur 
daß die Vorderkante außerhalb, die Seitenkante innerhalb des von der Flügelecke 
ausgehenden Machschen Kegels liegen soll. Bei der Platte werden drei Fälle unter- 
schieden: 1. Die Seitenkante hat (im Grundriß) die Richtung der Grundströmung, 
2. sie wirkt wie eine Hinter- und 3. wie eine Vorderkante. Der Fall 1 läßt sich nach 
der Methode erledigen, die Busemann für den Spezialfall einer senkrecht zur Grund- 
strömung gerichteten Vorderkante angegeben hat. Fall 2 läßt sich durch eine In- 
version auf 1 zurückführen. während Fall 3 die Bestimmung eines Zusatzfeldes 
erfordert, welches eine bei der Lösung 2 vorhandene Singularität auf der Achse 
des Machschen Kegels wieder aufhebt. Beim Keil lassen sich die beiden letzten 
Fälle gemeinsam behandeln. — Der Druck in einem im Machschen Kegel gelegenen 
Punkt eines beliebigen (abwickelbaren) Flügels ergibt sich durch Superposition 
(Integration) der zu den einzelnen Erzeugenden gehörigen Drucke, so daß sich also 
die Kräfte und Momente des vom Machkegel ausgeschnittenen Flügelendes als 
dreifache Integrale ergeben, die auf zweifache zurückgeführt werden. Der auf das 
Ende eines nichtangestellten, nichtgewölbten Flügels mit lauter parallelen Erzeu- 
genden (Zylinder oder Prisma) ausgeübte Widerstand ist derselbe, wie wenn der 
Flügel über die Enden hinaus fortgesetzt wäre. Weissinger (Hamburg). 

Roberts, Richard Calvin: Note on the lift of a triangular wing at supersonie speeds. 
J. Math. Phys., Massachusetts 27, 49—55 (1948). 

Die Bestimmung des Auftriebs eines ganz innerhalb des Machschen Kegels 
gelegenen dreieckigen Flügels bei Überschallgeschwindigkeit wurde von H. J. 


Stewart [Quart. appl. Math. 4, 246 (1946)] bei einer Anströmrichtung senkrecht 


2 
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zur Basis für den Fall eines gleichschenkligen Dreiecks durchgeführt. In der vor- 

liegenden Arbeit, die eine ausführliche Darstellung eines in Bull. Amer. math. Soc. 

52, 1012 (1946) gebrachten Auszugs darstellt, wird der Fall eines beliebigen Dreiecks 

"behandelt. Dabei ist vorausgesetzt, daß die der Gleichung 
(1— M2) 02f/0x2 + joy? + °fj02? — 0 


genügenden Geschwindigkeitskomponenten der Strömung nach Einführung ge-, 


wisser neuer Veränderlicher r, u, 6 an Stelle von x, y, z unabhängig von r sind. 
"Dann geht die Differentialgleichung über in die zweidimensionale Laplacesche Diffe- 


- rentialgleichung in Polarkoordinatenform, und die Auftriebsbestimmung wird ein 
durch passende konforme Abbildung auf den mittels elliptischer Funktionen erledig-- 


ten Stewartschen Fall zurückführbares zweidimensionales Randwertproblem. Verf. 
erwähnt, daß unabhängig von ihm auch P. A. Lagerstrom und W. D. Hayes zu 
ähnlichen Resultaten gelangt sind.  Grell (Berlin). 


Kuznecov, P. I.: Schwingungen eines Flügelprofils in einer Übersehallströmung. 


Doklady Akad. Nauk SSSR, n. S. 64, 301—304 (1949) [Russisch]. 

Une aile mince d’envergure infinie progresse en rögime uniforme sursonique 
avec un faible angle d’attaque (O x y: axes lies & cette translation rectiligne). Ce 
mouvement est troubl& par de petites oscillations harmoniques de l’aile, de pul- 
sation @. — A l’6poque t, la courbe du profil est supposee definie par: 

| y= Fl) + ei Flo). 
L’A. ötudie, en axesO x y, le mouvement du gaz, ainsi x perturbe, autour du profil. 
A cet effet, il forme l’&quation que verifie @(x, y) (celle des telegraphistes); p etant 
defini par D(z, y,t) = D,(x, y) + p(x, y) er tet=r®, ou ® designe le potentiel des 
vitesses, suppos6 existant et ®,(x, y) designe le potentiel des vitesses en &coulement 
non perturb&; » est une constante convenable. Une transformation de Laplace 
convenable permet de mettre psous la forme d’une integrale complexe (que l’A. explicite 
dans des cas particeuliers), en tenant compte des conditions aux limites veErifiges par @. 
J. Kravtchenko (Grenoble). 

Thomas, T. Y.: On eurved shock’ waves. J. Math. Phys.l Massachusetts 26, 

62 —68 (1947). 

, Unter der Voraussetzung, daß die Strömung vor einem Stoß und die Stoßlinie 
bekannt sind, wird ein Rechnungsgang zur Bestimmung der partiellen Ableitungen 
erster Ordnung der Geschwindigkeitskomponenten, des Druckes und der Dichte 
unmittelbar hinter der Stoßlinie angegeben. Söhngen (Decize). 


i Tsien, Hsue-Shen: Flow eonditions near the interseetion of a shock wave 
with solid boundary. J. Math. Phys., Massachusetts 26, 69—75 (1947). 

‚Betrachtet wird die Umgebung des Schnittes eines geraden Stoßes mit einer 
differenzierbaren aber unstetig gekrümmten festen Wand. Unter Vernachlässigung 
der Zähigkeit und der Wärmeleitung werden die Machschen Zahlen kurz vor und 
kurz hinter dem Stoß sowie das Verhältnis der längs der Wand genommenen Druck- 
gradienten vor und hinter dem Stoß als Funktionen des Verhältnisses der ent- 
‚sprechenden Krümmungsradien bestimmt. Es zeigt sich, daß dieses Verhältnis 
stets negativ ist, also eine Expansion hinter einem Stoß notwendig mit einer Kom- 
pression davor verbunden ist. Söhngen (Deecize). 


Taylor, Geoffrey: The formation of a hlast wave by a very intense explosion. 


I. Theoretical diseussion. II. The atomie explosion of 1945. Proc. R. Soe., London 
A 201, 159174, 175186 (1950). ze s 

Teil I (im wesentlichen 1941 abgefaßt) enthält die Berechnung der Knallwelle 
von einer punktförmigen Explosion. In homogener Atmosphäre aus idealem Gas 
(0:90: = y) wird bei r=t= 0 ein endlicher Energiebetrag E plötzlich in 
Freiheit gesetzt. Wie Guderley [Luftfahrtforschung 19, 302 (1942)] setzt Verf. 


\ 


- »,0 und u (Geschwindigkeit) als homogene Funktionen in rund ?* (hier mit n — 2/5) 
an, wodurch sich gewöhnliche Differentialgleichungen ergeben. Mit diesem Ansatz 
sind die Strömungsgleichungen, nicht aber die Stoßwellenbeziehungen streng ver- 
träglich; die Ergebnisse gelten daher nur für p>p,. Bei gegebenem y (andere 
dimensionslose Konstanten gehen nicht ein) ist die Integration leicht durchführbar. 
Ergebnisse für y — 1,4 werden numerisch und graphisch angegeben. Den Wellen- 
kopf bildet eine Stoßwelle vom Radius R = S(y) 225 E15 0,15 und vom Druck 
Pmax = T(y) ER. Bei t=const, r—0 gilt p—cont #0, Tarm3!% =D) oo, 
— Die kinetische und die thermische gesamte Energie bleibt je für sich konstant. 
Die allmähliche Entwertung der letzteren durch Stoßwellenverluste wird berechnet. 
— Die gewonnenen Formeln sollten auch für gewöhnliche Sprengstoffe brauchbar 
sein, soweit a) die Sprengstoffmasse klein gegen die von der Welle erfaßte Luftmasse 
und b) Pmax > ?, ist. Für diesen Bereich wird Pmax über RE-1/3 aufgetragen und 
ein Vergleich mit experimentellen Werten durchgeführt. — Teil II enthält Auswer- 
tungen von Fotos von der Versuchsexplosion in Neumexiko. Von t = 0,24 ms 
bis 62 ms ist die theoretische Beziehung A° 17? = const = c gut erfüllt, wodurch 
Teil I bestätigt wird. Der Wert von c ergibt (für y=1,4) E = 7,14: 102% erg, 
entsprechend 16,8 Mill. kg TNT-Sprengstoff. — Die Bilder zeigen verschiedene 
 Binzelheiten, die jedoch nieht diskutiert werden. — Auch für die Steiggeschwindig-- 
keit des erhitzten Gasballes nach dem Versuch stehen Experiment und Theorie in: 
gutem Einklang. Wecken (Haltingen). 


Atomphysik. 


Quantenmechanik: 


Bruins, E. M.: Line geometry and quantum mechanies. Proc. Akad. Wet., 
Amsterdam 52, 1135—1143; Indag. math., Amsterdam 11, 409—417 (1949). 


Verf. entwickelt zunächst eine liniengeometrische Deutung und Verallgemeine- 
rung der Diracschen Gleichungen. Ein linearer Komplex des (vierdimensionalen) 
Linienraumes ist bekanntlich durch eine lineare Beziehung zwischen den Plücker- 
schen Linienkoordinaten gegeben. Sind g,, die Koeffizienten dieser Beziehung, so 
it Q—= 99434 + Iı3 Isa + Tr 9a die Invariante des Komplexes. Nun ist die 
Liniengeometrie isomorph zur Punktgeometrie auf der Kleinschen Hyperquadrik des 
fünfdimensionalen projektiven Raumes. Entsprechend läßt sich die Invariante 2 
in eine Summe von sechs Quadraten transformieren: 


til tr Ui la. Br; = to ti Rs: 
Den Koordinaten Q,,...,@, ordnet Verf. nunmehr lineare Differentialoperatoren 
eines sechsdimensionalen euklidischen Raumes E, zu. Ihre Transformation erfölgt 
kogredient zu den liniengeometrischen Ausdrücken, so daß z. B. einem schiefsymme- 
trischen Tensor zweiter Stufe in R, ein Komplexbüschel im Linienraum entspricht 
und einem symmetrischen Tensor zweiter Stufe in E, ein quadratischer Komplex 
im Linienraum. — Schneiden alle Geraden eines linearen Komplexes eine feste 
Gerade, so liegt ein sogenannter spezieller linearer Komplex vor. Seine Invariante 
verschwindet. In diesem Falle lassen sich die Koeffizienten g,, in der Form 


da k 9 schreiben, wobei sich die f und g kogredient zu den ‚Punkten‘ des 
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Linienraumes transformieren. — Vermöge der geschilderten Zuordnung der Diffe- 


rentialoperatoren können nunmehr z. B. Diracs Bewegungsgleichungen des freien 
Elektrons durch die Bedingung gedeutet werden, daß f in der Achse eines solchen 
speziellen Komplexes liegt. Aber auch die Bewegungsgleichungen des Elektrons in 
einem beliebigen Feld lassen sich liniengeometrisch deuten. Schreibt man den f; 
eine Bedingung vor, so kann diese so gewählt werden, daß sich mit ihrer Hilfe 


rn 


BE. et 


C. Mollers Meson-Gleichungen gewinnen lassen [vgl. C. Moller, Danske Vid. Selsk., 


_ Math.-fys. Medd. 18, H. 6, 1—46 (1941): dies. Zbl. 25, 140]. — Weiterhin behandelt 
Verf. die Theorie physikalischer Dichten der Quantenmechanik mit seinen linien- 


geometrischen Methoden. M. Pinl (Dacca). 
Bruins, E. M.: On transformation in quantum mechanies. Proc. Akad. Wet., - 
Amsterdam 53, 440—445; Indag. math., Amsterdam 12, 92—97 (1950). 
Die projektive Verallgemeinerung der Diracschen Gleichungen 
YRy) + PM OiM 
kann gelesen werden als projektiv-invariantes Gleichungssystem, das im @, die 
Inzidenz von Punkt und Gerade zum Ausdrucke bringt. Setzt man für die Plücker- 


schen Linienkoordinaten ?;;: 


Pia Xı +iXg Pia A—iN,, Pu=—L+ ix 2 
Pa = Ka iX Pa = Lı ti, N. 5> 
so geht die bekannte Relation N 9,595, = 0 über in = X?—= (0 und den allge- 
meinen linearen Transformationen 7 des @, entsprechen die orthogonalen Trans- 
formationen in 6 Veränderlichen X,. Die Lorentz-Invarianz der Diracschen Glei- 
chungen erhält man durch Spezialisierung von T, so daß X? +X3 + X2 + X%3 
und X2 + X? für sich invariant bleiben. Verf. zeigt, daß diese besonderen 7 durch 
Matrizen der Gestalt 


% ag öl 
y— Pı [0 P3 Pa | 
Bu ea Pa | 
gegeben sind. Weitzenböck (Overveen). 


Kofink, W.: Zur Mathematik der Diracmatrizen: Die Bargmannsche Hermiti- 
sierungsmatrix A und die Paulische Transpositionsmatrix B. Math. Z., Berlin 51, 
702—711 (1949). 

Ein System Diracscher Matrizen &* (u = 1, 2, 3, 4, 5) genügt den Beziehungen 

ee EEE, LOS AND lee 

Verf. betrachtet den Ring der 16 Matrizen, die durch diese fünf Grundmatrizen, 
die Einheitsmatrix / und 10 unabhängige Matrizenprodukte e“ & (u,v» = 1, 2, 3, 4, 5) 
gebildet werden. Für die Matrixelemente eines solchen Diracschen Matrizenringes 
hatte W. Pauli eine Identität abgeleitet (vgl. W. Pauli, Pieter Zeeman Verhande- 
lingen 1935, S. 31). Verf. zerfälit diese Identität in zwei Teile und gewinnt einen 
neuen gegen Permutation der e“ invarianten Ausdruck. Mit seiner Hilfe lassen sich 
Darstellungen für die Matrix B (und ihre Reziproke B-1), welche als Transformations- 
matrix das System der e* gemeinsam transponiert (& = Be“ Bl, u =1,2,3,4,5), 
gewinnen: 

B Sp (ee BA = eur — ee Lie r— re), (utv), 

B1.Sp (Bee) = een — der I4(e er —erd), (uFtv). . 
Dabei bedeuten die eckigen Klammern an den Summationsbuchstaben Summation 
über die sechs Zweierprodukte ohne die Mitwirkung der Matrix &. Querstriche 
bedeuten transponierte Matrizen, Sp bedeutet die Spur der folgenden Matrix. — 
Auch für die V. Bargmannsche Hermitisierungsmatrix 4, welche ein vorliegendes 
Diracsches Matrizensystem in das hermiteisch-konjugierte Matrizensystem verwandelt 


+ / > - . ° 
MUle) As# AA, u=1,2,3,4,5], gewinnt Verf. eine Darstellung: 


5 
A — LE E E= u> (er a) Al >> (elur)* gli”) ' 
2 Vs, “u=]1 [av] ; 
1 5 
AR b + N (et et!) LS (glerl gluv)+ 
2 Y8, A=1 Fat 


Dabei bedeutet 5, das Spurenprodukt 48p(A) Sp(A). M. Pinl (Dacea). 
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Valatin, Jean @.: Le couplage des variables de spineur d’un systeme d’&leetrons 
de Dirae. J. Phys. Radium 11, 97—101 (1950). 

Die Arbeit untersucht die möglichen Kopplungs- und Austauschoperatoren bei 
‚Systemen von mehreren Dirac-Elektronen. Da die Dirac-Matrizen eine Darstellung 
der 6-dimensionalen Drehgruppe bilden, ist damit eine elementare Untersuchung 
der Lorentzinvarianten dieser Gruppe, der mit ihr lokal isomorphen 4-dimensionalen 
unimodularen linearen Gruppe und verschiedener Untergruppen verbunden. Die 
speziellen Ergebnisse sind’ aus der allgemeinen Darstellungstheorie bekannt und 
stimmen überein. Ein unwesentlicher Fehler befindet sich p. 97, allererste (un- 
. numerierte): Formel, wo für «= v das Pluszeichen durch ein Minuszeichen zu er- 
setzen ist. Bauer (München). 

Gregory, Christopher: Commutator equations for fields derived from a variation 
prineiple. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 78, 67—68 (1950). 

Es wird am Beispiel des isolierten elektromagnetischen Feldes gezeigt, daß man 
Kommutatorgleichungen für ein quantisiertes Feld aus einem Variationsprinzip her- 
leiten kann. Für den erwähnten Fall lauten diese Gleichungen 


v [2x; N =0; iı [Ds Fre] ER [2», Fey] el [Po, Fav] —0 
Po mit Par =i [?u; A iv [P», Au] 


wo die p,„ die Impulsoperatoren sind. Man erhält die erste Gleichung aus 
Ö{— 4 (Frr)an(Fu»)nmt = 0 bei Variation nach den Matrixelementen des Vierer- 
potentials. Die 2. Gleichung folgt aus der Definition der F,,. Lehmann (Jena). 

Gregory, Christopher: General operator field equations derived from a variation 
prineiple. Construetion of „divergenee-less“ four-veetor operator. Phys. Rev., 
Lancaster Pa., II. S. 78, 479 (1950). 

Es wird gezeigt, daß man die Matrix-Feldgleichungen einer Wellentheorie 
dadurch erhalten kann, daß man die in der Lagrange-Funktion auftretenden Ab- 
leitungen durch Kommutatoren mit den Verschiebungsoperatoren ersetzt und die 
Variation der Spur der Lagrangefunktion nach den Matrix-Elementen des Feldes 
gleich Null setzt. Gleichzeitig erhält man dabei einen Vierer-Vektor-Operator N#, 
der eine Kontinuitätsgleichung [p,N*"] = 0 erfüllt und der wahrscheinlich die 
Teilchendichte darstellt. Touschek (Glasgow). 

Newton, T. D. and E. P. Wigner: Localized states for elementary systems. 
Rev. modern Phys., New York 21, 400—406 (1949). 

Auf der Basis allgemeiner Invarianzforderungen wird der Versuch unternommen, 
die Eigenschaften lokalisierter Zustände von ‚„Elementarsystemen“ zu formulieren, 
die eine Verallgemeinerung des Elementarteilchenbegriffs darstellen und mathe- 
matisch definiert sind als Satz von Zuständen, welche eine irreduzible Darstellung 
der inhomogenen Lorentzgruppe bilden. Die Rolle der Elementarsysteme bei StoB- 
problemen und ihr Zusammenhang mit der Theorie der S-Matrix wird am Schluß 
besprochen. W. Macke (Göttingen). 

Yukawa, Hideki: Quantum theory of non-local fields. Part I. Free fields. Phys. 
Rev., Lancaster Pa., II. 8. 7%, 219—226 (190). % 

Ausführliche Darstellung der dies. Zbl. 34, 130 referierten Überlegungen. Ins- 
besondere wird eine lorentzinvariante Quantelung des Feldes durchgeführt, die im 
Grenzfall der Teilchengröße null in die gewöhnliche Quantelung übergeht und dafür 


sorgt, daß man von Teilchenzahlen sprechen kann. F. Hund (Jena). 
Born. M.: Non-loealizable fields and reeiproeity. Nature, London 165, 269 —270 
(1950). 


Hinweis auf die Abhandlung von Yukawa. (S. vorsteh. Ref) F. Hund. 
Yukawa, Hideki: S-matrix in non-local field theory. Phys. Rev., Lancaster Pa., 
II. S. 77, 849—850 (1950). 
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Kurze Andeutung der Berechnung der S-Matrix (im Sinne von Heisenberg, 


dies. Zbl. 28, 279) im Rahmen der Theorie nicht lokaler Felder (s. vorsteh. Referat). 
F. Hund (Jena). 
Heisenberg, W.: Zur Quantentheorie der Elementarteilchen. Z . Naturforsch. 
5a, 251—259 (1950). 


Es wird ein mathematisches Schema angegeben, von dem Verf. glaubt, daß es 


den Rahmen für eine künftige Theorie der Elementarteilchen abgeben wird. Die 
Gesamtheit aller Elementarteilchen wird durch ein einziges Spinorfeld dargestellt. 
Eine reguläre Vertauschungsrelation und eine invariante Wechselwirkungsenergie H, 
biquadratisch im Feld und seiner Adjungierten, vervollständigen die Theorie. Es 
ist sodann möglich, mit Hilfe der Dysonschen Technik (F. J. Dyson, dies. Zbl. 32, 
237 und 33, 142) die Streumatrizen irgendwelcher Prozesse zu berechnen; wegen 
der Regularität der Vertauschungsrelationen treten keinerlei Divergenzschwierig- 
keiten auf. Indessen besteht eine andere Schwierigkeit: Es ist dem Verf. nicht ge- 
lungen (und wohl auch überhaupt nicht möglich), eine Wechselwirkungsenergie der 
geforderten Form, die zugleich hermitisch ist, zu bilden. Die nach Dyson berech- 
nete S-Matrix wird aber bei nicht-hermitischen 4 nicht unitär. Um dem abzuhelfen, 
postuliert der Verf. eine zusätzliche Abänderung der S-Matrix, welche die Unitarität 


Sick 
: 


wiederherstellt. Anwendungen auf konkrete Beispiele werden nicht gegeben; ins- 


besondere bleibt die Vermutung, daß eine solche Theorie. das Lichtquant als gebun- 
denen Zustand zweier Spinorteilchen liefern kann, unbewiesen. Schafroth (Zürich). 


Wildermuth, K.: Die Konstruktion von relativistisch invarianten n- bzw. 
S-Matrizen für mehrere Teilchen. Z. Phys., Berlin 127, 551—562 (1950). 

In einer vorhergehenden Arbeit (dies. Zbl. 35, 134) wurden Beziehungen zwischen 
den Matrix-Elementen der S-Matrix für reine Streuung und jenen für Dissoziations- 
Streuung abgeleitet. Es wird nun gezeigt, daß ähnliche Beziehungen auch für die 
 Phasen-Matrix n =ilnS gelten. Touschek (Glasgow). 

Dyson, F.J.: The eleetromagnetie shift of energy levels. Phys. Rev., Lancaster 
 Pa., II.S. 73, 617—626 (1948). A 

Lamb und Retherford (Phys. Rev., Lancaster Pa., II. $. 72, 339 (1947)] 
haben mit der Mikrowellenspektroskopie eine Aufspaltung von Termen, die nach 
der Diracschen Theorie zusammenfallen sollten, gefunden. Insbesondere trennen 
sich 2s} und 2p,, die Aufspaltung beträgt beim Wasserstoff nach neueren Mes- 
sungen 1062 + 5 MHz. Bethe (dies. Zbl. 30, 424) hat sie als eine Folge der Wechsel- 
wirkung des Elektrons mit seinem eigenen Strahlungsfeld zu deuten versucht und 
einen rohen Wert von 1000 MHz abgeschätzt. Die Arbeit des Verf. ist der erste 
Versuch zur relativistischen Durchrechnung der Lamb-Aufspaltung, und zwar 
unter Vernachlässigung des Spineinflusses, d.h. für ein skalares Elektronenfeld. 
Bethes Vermutung bestätigt sich, daß man nach Subtraktion der Nullpunktsenergie 
bei der relativistischen Rechnung ein konvergentes Ergebnis erhält. Verf. zeigt 
dabei, daß mehrere Subtraktionsvorschriften möglich sind, zwischen denen augen- 


‘ blieklich von vornherein noch nicht entschieden werden kann und die die resp. 


Werte von 1037 und 1003 MHz liefern. — Spätere Arbeiten zur Berücksichtigung 
des Spins von Kroll und Lamb (dies. Zbl. 32; 328) und von Weißkopf [Phys. 
Rev., Lancaster Pa., II. S. 75, 1240 (1949)] ergaben keine bedeutende Korrektur 
mehr. Das angemessenste Werkzeug zur Berechnung bildet die Schwingersche 
Theorie. Bauer (München). 


Källen, @.: Higher approximations in the external field for the problem of va- 


cuum polarization. Helvetica phys. Acta 22, 637654 (1949). 
Die Konvergenz und Eichinvarianz der Vakuum-Polarisations-Integrale für 
skalare und Spinor-Teilchen in einem äußeren Feld werden untersucht. Es wird 


; 2 ANShor RE: ATS 
gezeigt, daß nur die e?- und e?-Näher ung divergiert und daß die höheren Terme kon- 
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vergent und eichinvariant sind. Die stärksten Divergenzen haben für skalare und: 
' Spinor-Felder den gleichen Charakter. ' Touschek (Glasgow). 
Jost, Res und J. M. Luttinger: Vacuumpolarisation und e4-Ladungsrenormali- 
sation für Elektronen. Helvetica phys. Acta, Basel 23, 201-214 (1950). 
Durch Berechnung der 4. Näherung wird gezeigt, daß eine Kompensation der 
e’-Selbstladung eines Fermi-Teilchens durch den e?-Betrag nicht möglich ist. 
: Touschek (Glasgow). 


Ulehla, Ivan: A eontribution to the theory of self energy of the electron. Casopis 
Mat. Fys., Praha 75, 89—95 und engl. Zusammenfassg. 95 (1950) [Tschechisch]. _ 
| In his paper in Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 76, 226 (1949) F. J. Belinfante used 
Fermi quantum eleetrodynamics without the usual elimination of longitudinal and scalar 
photons for his caleulation of the self energy of the electron. The result he obtained is not single- 
valued. Thisnon-single valuednesscan be eliminated, by a suitable definition of the state functional 
of the free photon field. — Contents of individual paragraphs. 1. The Lagrangian of the inter- 
acting electron and photon fields. 2. Quantising of the free field. 3. State functional of the free 
photon field. 4. New definition of the state functional. 5. Calculus of perturbation. 6. and 7. 
Calculation of self energy of the electron. (Autoreferat;).. 

Radieati, L. A.: Sopra la self-energy dei protoni e dei neutroni e sul processo J. 
Atti Accad. Sci. Torino, C1. I. 83, 82—88 (1949). 
„’ Der von Dirac [P. A.M. Dirac, Proc. R. Soc., London A 180, 1 (1942)] ein- 
geführte }-Grenzprozeß zur Vermeidung der unendlichen Selbstenergie von Punkt- 
ladungen wird auf Teilchen mit magnetischem Moment übertragen und gezeigt, 
daß auch hier eine endliche Selbstenergie herauskommt. Im Gegensatz zu den Er- 
gebnissen von Lamb und Retherford [W. E. Lamb, R. C. Retherford, Phys. 
Rev. 72, 241 (1947)] gibt jedoch das Diracsche Verfahren keinerlei Einfluß der 
Elektronenbindung auf die Selbstenergie wieder, ist also von dieser Seite her Be- 
denken ausgesetzt. Volz (Erlangen). 
_ Gupta, Suraj N.: On the ealeulation of self-energy of partieles. Phys. Rev., 
Lancaster Pa., II. 8.77, 294—295 (1950). TR 

Eine invariante Form für die Selbstenergie eines Teilchens kann dadurch er- 
halten werden, daß man den Integranden der Selbstenergie durch die Variable 
2 = {(E + e)?— p?}: ausdrückt. Diese ist eine Invariante, wenn p den Impuls 
des Teilchens, E die Energie des Teilchens nach der Emission des virtuellen Mesons 
mit ‚Energie & darstellt. Touschek (Glasgow). 

Karplus, Robert and Norman M. Kroll: Fourth-order eorreetions in quantum 
eleetrodynamies and the magnetic moment of the eleetron. Phys. Rev., Lancaster 
Pa., II. S. 77, 536—549 (1950). 

Mit Hilfe des Dysonschen Formalismus wird die Korrektur vierter Ordnung 
zum magnetischen Moment des Elektrons berechnet. . Diese ergibt sich zu 
— 2,97 a?/n? so daß das magnetische Moment des Elektrons 1,001147 (Bohrsches 
Magneton) sein sollte. Touschek (Glasgow). 

Rayski, J. and J. Rzewuski: On a system of fields free of divergences of the 
mass-renormalization type. Helvetica phys. Acta 23, 287—290 (1950). 

Verff. zeigen, daß (wenigstens in der e-Näherung) für eine besondere Mischung 

von Feldern, bestehend aus geladenen Spin $- und Spin 0-Teilchen einerseits 
und neutralen Spin 0-Teilchen [,‚C-Mesonen“, A. Pais, dies. Zbl. 31, 230 und 
Sakata, Hara, Progr. theor. Phys. 2, 30 (1947)] und Photonen andererseits, nicht 
nur die Selbstenergie der Spin $-Teilchen (l. ce.) und die Selbstenergie des Photons 
[J. Rayski, Acta Phys. Polonica 9, 129 (1948); Umesava, Progr. theor. Physik 3, 
317 (1948)] verschwindet, sondern auch die übrigen Divergenzen sich gegenseitig 
aufheben. Mit anderen Worten: Die Selbstenergien des Ü-Mesons dank seiner Kopp- 
Jung an die geladenen Spin 0- und Spin 1.Teilchen kompensieren sich, ebenso die 
1% Selbstenergie der geladenen Spin 0-Teilchen in Wechselwirkung mit den Photonen 
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und C-Mesonen. Es gibt also relativ einfache Systeme von Feldern, welche bis zur 


e2-Näherung divergenzfrei sind und die Elektrodynamik als Hauptteil enthalten. 
Ob allerdings in höheren Näherungen diese Divergenzfreiheit innerhalb des ‚Systems 
ebenfalls besteht, bleibt eine offene Frage. Schafroth (Zürich). 


Pomeranchuk, I.: On a generalization of the lambda-limiting process and the 
non-uniqueness.in the removal of divergence diffieulties in the quantum theory of 
elementary partieles. Phys. Rev., Lancaster Pa., Il. S. 76, 298—299 (1949). 

Die sog. Wentzel-Diracsche Lambda-Prozedur ist verallgemeinert, statt eines 
einzigen zeitartigen Vektors A ist eine Anzahl beliebiger zeitartiger angesetzt, die 
so gewählt werden können, daß alle klassischen und quantenhaften Divergenzen 


beseitigt sind. Bei dem Vorgehen kann jedoch der konvergenten Größe, etwa der 


Ruhmasse, jeder beliebige Wert gegeben werden. Dies läßt Verf. zu dem Schluß 
kommen, daß solche konvergenzerzeugenden Prozeduren nicht geeignet sind, die 
‚grundsätzlichen Schwierigkeiten der Theorie der Elementarteilchen zu beseitigen, 
wenn nicht eine Auszeichnung eines gewissen Lambda-Prozesses die Eindeutigkeit 
herzustellen gestattet. Bauer (München). 


Belinfante, Frederik J.: On the part played by scealar and longitudinal photons 


in ordinary eleetromagnetie fields. Phys. Rev., Lancaster Pa., IT. 5. 76, 226—233 
1949). 
ran le caleul des interactions &lectromagnetiques n’est pas precede d’une 
separation du champ coulombien d’avec le champ transversal, la theorie interdit 
qu’un etat sans photons soit pris comme approximation d’ordre zero. On propose 
une nouvelle approximation d’ordre zero, ou les photons scalaires et longitudinaux 
sont presents par paires, aucun photon transversal n’etant present, et l’on prouve 
P’invariance relativiste de cet &tat. — Applications au caleul de la self-energie de 
l’electron, de la diffusion &eleetron-&lectron, de interaction entre deux &lectrons 
atomiques. L’on retombe exactement sur les r&sultats obtenus anterieurement. 
Costa de Beauregard (Paris). 

Ward, J. C.: The seattering of light by light. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 
77, 293 (1950). 

Die Berechnung des Wirkungsquerschnittes für die Streuung von Licht an Licht 
liefert einen logarithmisch divergenten Term, der nicht eichinvariant ist. Es wird 
gezeigt, daß dieser Term identisch verschwindet. Touschek (Glasgow). 

Katzenstein, J.: The radiative collisions of positrons and eleetrons. Phys. Rev., 
Lancaster Pa., II. S. 78, 161—169 (1950). 

Es werden die Matrixelemente für Elektron-Elektron und Elektron-Positron- 
Stöße unter Emission eines Photons angegeben. Mit ihrer Hilfe wird der Wirkungs- 
querschnitt dieser Prozesse in zwei Grenzfällen berechnet und diskutiert: 1. Im 
nichtrelativistischen Grenzfall (Relativgeschwindigkeit der Stoßpartner klein gegen 
die Lichtgeschwindigkeit) ergibt sich das korrespondenzmäßig zu erwartende Re- 
sultat, daß der Wirkungsquerschnitt für den Elektron-Elektron-Prozeß verschwindet 
(das System besitzt kein Dipolmoment!), während derjenige für den Elektron- 
Positron-Prozeß bis auf einen Zahlfaktor durch die Heitler-Bethesche Bremsstrah- 
lungsformel gegeben wird, in Übereinstimmung mit der Erwartung, daß in dieser 
Näherung keine Austauschterme auftreten werden, da die Löchertheorie, welche den 
Zusammenhang zwischen den beiden Teilchensorten herstellt, erst in relativistischen 
Bereichen wirksam wird. 2. Im „extrem-relativistischen“ Grenzfall (Relativimpuls 
der Teilchen groß gegen mc und gegen den Impuls des Photons) werden die beiden 
Wirkungsquerschnitte von derselben Größenordnung; die Austauschterme sind jetzt 
wesentlich und bewirken, daß der Elektron-Positron-Prozeß gegenüber dem andern 
etwas abfällt. — In beiden Fällen werden sowohl der Winkelverlauf als auch die 
Größe der Querschnitte ausführlich diskutiert. Schafroth (Zürich). 


Valatin, Jean 6: Le double aspeet des öquations de Maxwell dans la theorie 
quantique du rayonnement. C. r. Acad. Sci., Paris 227, 177179 (1948). 


Die Maxwellschen Gleichungen werden unter Auszeichnung der Zeitkomponente 


in Matrizenform angeschrieben. Die Basismatrizen werden mit den Geschwindig- 
keits- und Spinoperatoren in Zusammenhang gebracht. Die Trennung in longitu- 
dinales und transversales Feld ist auch in Matrizenschreibweise durchgeführt, eine 
der Schrödingerschen Zitterbewegung analoge Abtrennung ist versucht. Die Arbeit 
hat Parallelen mit älteren Untersuchungen von Kramers, Belinfante und Lu- 
banski. Bauer (München). 

Valatin, Jean-@.: L’algebre exterieure et la seconde quantification. ©. r. Acad. 
Sci., Paris 230, 722-724 (1950). 


Traduction du formalisme de la seconde quantification des fermions dans le 


langage de l’algebre exterieure de Grassmann. Grandes simplifications qui en 


resultent, notamment pour la comparaison entre le point de vue de l’espace de con- 
figuration et le point de vue de la seconde quantification. Costa de Beauregard. 


Valatin, Jean @.: Le transfornme de charge des op6rateurs de la theorie de 
F&leetron de Dirae. C. r. Acad. Sci., Paris 230, 822-823 (1950). 
» Die Ladungskonjugation bedeutet den Übergang von einer Lösung positiver 
adung zu einer solchen negativer Ladung und umgekehrt. Belinfante hat gezeigt, 
wie dabei alle Operatoren zu transformieren sind. Verf. gibt dazu in Zusammenhang 
mit seiner speziellen Schreibweise (s. nachsteh. Ref.) einige Bemerkungen, besonders 
über die Beziehungen zwischen den Matrixelementen von Zuständen, die sich im 
Vorzeichen der Ladung und/oder der Energie unterscheiden. Bauer (München). 


Valatin, Jean @.: Sur le formalisme de la theorie de ’&leetron negatif et positif. 
C. r. Acad. Sei., Paris 228, 1205—1216 (1949). 

Verf. gibt eine (mathematisch noch nicht ganz befriedigende) Definition der 
geometrischen Dualität im Hilbertraum. Die Diracsche Löchertheorie findet sich 
dann in folgender Fassung: Der Zustand Positron soll durch einen Vektor dar- 
gestellt werden aus dem Hilbertraum, der dual ist zum Raum aller Zustände negativer 
Energie. Die Quantisierung des Diracfeldes ist in der neuen Schreibweise angegeben. 

Bauer (München). 

Valatin, Jean @.: L’operateur de V’energie d’interaction &leetromagnetigue de 
partieules ehargees. C. r. Acad. Sci., Paris 228, 1283—1284 (1949). 

Auf der vorangehenden Arbeit (s. vorsteh. Referat) aufbauend ist die Moller- 
sche Wechselwirkung der Elektronen [Moller, Z. Physik 70, 786 (1931); dies. Zbl. 
2, 175] in der Schreibweise des Verf. angeführt. Dabei ergibt sich bei einer Schrö- 
dinger-Darstellung der Wechselwirkung eine natürliche Verallgemeinerung des 
Mollerschen Ansatzes. Bauer (München). 


Valatin, Jean 6.: Sur l’interaetion relativiste des partieules et la th6orie quantique 
des ehamps. C. r. Acad. Sci., Paris 228, 1329—1331 (1949). 

Es wird untersucht, wie sich die korrespondenzmäßig erhaltenen Mollerschen 
Wechselwirkungsterme in der erweiterten Auffassung des Verf. (s. vorsteh. Referat) 
deuten lassen. Dabei scheinen gewisse :Selbstenergie-Schwierigkeiten vermeidbar zu 
sein. Bauer (München). 

Valatin, Jean 6.: Sur l’önergie d’interaetion mesique des partieules. ©. r. Acad. 
Sci., Paris 228, 1573—1575 (1949). 5 h 

Der für Elektronen entwickelte Formalismus des Verf. (s. die drei vorsteh. 
Referate) wird auf Nukleonen übertragen mit einer Erweiterung zur Beschreibung 
des Ladungszustandes. Auf ähnlichem Weg wie dort ergibt sich ein Ausdruck für 
die durch Mesonenerzeugung und -vernichtung vermittelte Wechselwirkung der 
Nukleonen sowohl in einer neutralen wie in einer symmetrischen Theorie. Bauer. 
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Jauch, J. M. and K. M. Watson: Phenomenological quantum-eleetrodynamies. 
Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 74, 950—957 (1948). 
Jusqu’ici, l’6leetromagnetisme quantique a ete developpe sous une forme qui 
correspond & celle de l’&lectromagnetisme de Lorentz, l’interaction photon-elecetron 
stant plac6e & sa base, et les phenomenes macroscopiques etant en prineipe deduits 
statistiquement. Pour diverses raisons, il a paru interessant de proceder & une quanti- 
fication directe de l’electromagnetisme „‚phenomenologique“ de Maxwell-Minkowski: 
ceci a &t6 fait sous une forme relativiste covariante. En particulier, l’on voit ainsi 
apparaitre la radiation de Cerenkov, en liaison avec des photons d’energie negative. 

Costa de Beauregard (Paris). 


Jauch, J. M. and K. M. Watson: Phenomenologieal quantum eleetrodynamies. 
Part II. Interaction of the field with eharges. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 74, 
1485—1493 (1948). 

Suite de la theorie quantifide de l’electromagnetisme phenomenologique: 
interaction du champ avec les charges. L’&limination du champ longitudinal fait 
apparaitre une anisotropie de l’expression de l’energie coulombienne, ainsi qu’un 
terme d’interaction additionnel dependant de la vitesse du milieu. Interpretation 
de ce terme en liaison avec l’explication de la radiation de Cerenkov; la theorie 
est faite successivement ‚dans deux reperes galileens, celui lie au milieu et celui 
li6 & la charge; le resultat obtenu concorde avec celui de la theorie pr&quantique. 

Costa de Beauregard (Paris). 


Watson K.M. and J. M. Jauch: Phenomenologieal quantum eleetrodynamices. 
Part III. Dispersion. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 75, 1249—1261 (1949). 

Generalisation des rösultats pr&cedents pour tenir compte de la dispersion du 
milieu, et faire ainsi disparaitre quelques traits inacceptables; raccord explieite des 
presents calculs avec les precedents. Analogie formelle entre la presente theorie 
et celle des proc6des de coupure. Si l’on cherche ä passer au cas limite du vide, 
ce qui peut sembler naturel en raison du fait de la polarisation du vide, on 
aboutit au r&sultat inacceptable d’une non-invariance relativiste; pour cette raison 
les Au. renoncent & proposer un „electromagnetisme phenom&nologique du vide“. 

Costa de Beauregard (Paris). 


Slansky, Serge: Prineipe de d&composition speetrale et valeurs moyennes en 
meeanique ondulatoire du photon. C. r. Acad. Sci., Paris 230, 275—276 (1950). 

Remarques sur certains problemes formels de la th&orie du photon de M. Louis 
de Broglie, prineipalement sur P’expression de la probabilite de presence et sur la 
formule des valeurs moyennes. Costa de Beauregard (Paris). 

Borowitz, Sidney and Walter Kohn: On the eleetromagnetie properties of nueleons. 
Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 76, 818—827 (1949). 

Der Schwingersche Formalismus der kovarianten Quantenelektrodynamik 
wird hier angewandt zur Behandlung der Wechselwirkung zwischen Mesonen und 
Nukleonen. Dabei sind als Mesonensorte speziell die pseudoskalaren Mesonen ge- 
wählt. Es werden die magnetischen Momente von Proton und Neutron berechnet. 
Ihre Werte sind endlich und in qualitativer Übereinstimmung mit der Erfahrung. 
Quantitativ ergeben sich jedoch große Abweichungen, die nicht verwundern, da 
nur Störungstheorie 2. Ordnung getrieben wird und hier die Kopplungskonstante 9 
zwischen dem Nukleonen- und dem Mesonenfeld etwa 20mal so groß ist wie 
diejenige zwischen dem Elektronen- und dem Lichtquantenfeld. — Weiter werden 
die Nukleon-Elektron-Wechselwirkungen behandelt. Die Proton-Elektron-Wechsel- 
wirkung ergibt für den 28, „-Wasserstoffterm einen Beitrag von weniger als 0,5 mHz 
zum Lambshift und liegt damit weit unterhalb der Meßrenaulekesk Für die 


ron NNECcha Be 
Neutron-Elektron-Wechselwirkung hingegen ergeben sich meßbare Werte, wie sie ja 


auch von Fermi, Rabi und Mitarbeitern beobachtet wurden. Macke (Göttingen). 
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i Fermi, E. and €. N. Yang: Are mesons elementary partieles? Phys. Rev., 
_ Lancaster Pa., II.S. 76, 1739—1743 (1949). 

‚Es erscheint den Autoren nicht als selbstverständlich, daß die große Zahl der 
Elementarteilchen, die in den letzten Jahren entdeckt wurde, als wirkliche elementare 
Gebilde angesprochen werden müssen. Vielmehr könnten mehrere von ihnen durch- 
aus komplexer Struktur sein. Die Realisierbarkeit dieser Vorstellung untersuchen 
sie am Beispiel des z-Mesons, das aus zwei Nukleonen aufgebaut gedacht werden 
könnte: + — Proton + Antineutron, x” = Neutron + Antiproton, 7° = Neutron + 
Antineutron oder Proton + Antiproton. Die Reichweite dieser Kräfte muß kürzer 
als die der gewöhnlichen Kernkräfte sein. Die Kräfte selbst sind viel stärker, da 
die Bindung der doppelten Ruhmasse der Nukleonen vermindert um die Masse des 
r-Mesons entspricht. Zwischen zwei gewöhnlichen Nukleonen werden abstoßende 
Kräfte postuliert. — Die rechnerischen Ergebnisse sind nur als sehr qualitativ an- 
zusehen, da eine relativistisch invariante Theorie bisher nicht gelungen ist. Außerdem 


ist die gewöhnliche Feldvorstellung nicht am Platze, da ihr als Quant ein Elementar- 


teilchen, wahrscheinlich ein neues, zuzuordnen wäre, was gerade vermieden werden 


soll. Man muß daher zu verschwindender Reichweite übergehen. Diese bringt wieder ek: 
Schwierigkeiten in den stationären Zuständen mit sich. Setzt man sich vorläufig 
über diese Schwierigkeiten hinweg, so können je nach Art der Zusammenlagerung 


der beiden Nukleonen skalare, pseudoskalare, vektorielle Mesonen dargestellt werden. 
Die so gebildeten Mesonen haben in den wesentlichen Punkten die Eigenschaften, 
die den Teilchen der Yukawaschen Theorie entsprechen. K.-H. Höcker. 

Bhabha, H. J.: On a new theory of nuclear forces. Phys. Rev., Lancaster 
Pa., II. S. 77, 665—668 (1950). 


Wellengleichungen der Form (*p, +N)y=0, pP. =—io/öxk, mit vier 


quadratischen Matrizen &* und einer Konstanten y führen nach einer früheren 
Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 35, 424) auf eine verallgemeinerte Wellengleichung 


RAN ID 
für jede Komponente der Wellenfunktion, wobei die x = x/ak und die a, die nicht- 
verschwindenden Eigenwerte von a® sind. Läßt man nur eine Masse zu, d.h. nur 
ein Paar von reellen Eigenwerten —+ a, jedoch mit beliebiger Vielfachheit n, so lautet 
die Wellengleichung 

O+My=0. 

Verf. leitet daraus für eine langsam bewegte Punktladung ein Feld der Form 

a a ee EI 
ab, das für r = 0 endlich und daher für die Beschreibung der Kernkräfte geeignet 
erscheint. Die Ableitung stützt sich auf eine im Erscheinen begriffene Arbeit von 
Surya Prakash, der die Greensche Funktion der verallgemeinerten Wellengleichung 
für den Fall beliebiger z, aufgestellt hat. Wessel (Dayton/Ohio). 

Daneoff, S. M.: Non-adiabatie meson theory of nuelear forces. Phys. Rev., 
Lancaster Pa., II. S. 78, 382—385 (1950). 

Die bisherigen Berechnungen der Kernkräfte zwischen 2 Nukleonen auf der 
Grundlage der Mesonentheorie erfolgten so, daß zunächst die potentielle Energie 
der 2 Nukleonen aus dem Austausch von Mesonen bei festem Kernabstand berech- 
net und danach die Energieniveaus der Kernbewegune in diesem Potential bestimmt 
wurden. Relativistische Effekte zog man nicht in Betracht. Der Formalismus des 
Verf. dagegen gestattet eine direkte Berechnung der Bindungsenergie zweier Nuk- 
leonen ohne die Einführung des Begriffes der potentiellen Energie. Er benützt die 
neutrale skalare Mesonenfeldtheorie mit skalarer Kopplung und die Diraegleichung 
für die Nukleonen. Er erhält einen tiefsten Zustand endlicher Bindungsenergie 
und eine Spinabhängigkeit der Kernkraft, wie sie beim Deuteron wirksam sein mag, 
aber keine quantitative Übereinstimmung. Die Berücksichtigung relativistischer 


Zentralblatt für Mathematik. 36. 18 


I TEEN 


en 


Effekte führt im Falle neutraler skalarer Mesonen nur zu sehr kleinen Aufspaltungen 
von Singulett- und Triplettzuständen. Kofink (Stuttgart). 

Eriksson, H. Adolf $.: On the partiele aspeet of the general mixed meson theory. 
Ark. Mat. Astron. Fys. A 34, Nr. 21, 15 8. (1948). 

Verf. stellt eine allgemeine Mesonentheorie auf, die skalare, vektorielle, pseudo- 
skalare und pseudovektorielle Felder umfaßt. In dieser Theorie weisen die ‚stati- 
schen Kräfte keine 1/r3-Singularität auf. Es wird behauptet und soll in späterer 
Arbeit publiziert werden, daß diese auch in relativistischen Korrekturgliedern nicht 
auftreten. Die Gleichungen des Gesamtfeldes lassen sich in der 4-komponentigen 
Spinorschreibweise — wie im Falle des Elektrons — darstellen. Es treten auch 
sonstige Analogien wie nicht positiv definite Energie des Mesonenfeldes. auf. Darin 
stecken einige Schwierigkeiten, die in der Arbeit nicht behoben sind. 

K.-H. Höcker (Stuttgart). 

Marty, Ciaude et Jacques Prentki: Sur une theorie pseudoscalaire des forces 
nuel6aires. C. r. Acad. Sci., Paris 230, 54—55 (1950). 

Durch die Theorie von van Hove (dies. Zbl. 33, 328) ist gezeigt, daß in einer 
velativistischen Theorie der‘ Atomkerne das Wechselwirkungspotential im pseudo- 
skalaren Fall bei Beschränkung auf Glieder bis zur zweiten Ordnung in den Wechsel- 
wirkungskonstanten nur Singularitäten erster Ordnung im Nullpunkt aufweist. 


Diese Theorie wird daher weithin als vielversprechend für eine vollständige Beschrei- 


bung des Deuteronproblems angesehen. — Die Autoren der vorliegenden Arbeit 
weisen nun auf Abweichungen der Aussagen dieser Theorie von der Erfahrung hin, 
die sich bei der Streuung von 90 MeV-Neutronen an Protonen zeigen. Die Streu- 
intensität, die man empirisch unter den Winkeln 0, »/2 und x findet, ist nicht durch 
die Theorie wiederzugeben, gleichgültig, ob man geladene oder neutrale Mesonen 
oder Kombinationen von beiden (u. a. die symmetrische) zugrunde legt, wenn man 
die Masse des geladenen Mesons mit 286 m, ansetzt. Die Verff. schließen, daß es un- 
möglich sein dürfte, eine rein pseudoskalare Theorie der Kernkräfte widerspruchsfrei 
durchzuführen. K.-H. Höcker (Stuttgart). 

Marty, Claude: Sur les melanges de ehamps mösiques. ©. r. Acad. Sci., Paris 
230, 15081510 (1950). 

Für statische Kräfte ist die Mischung von pseudoskalarem und vektoriellem 
Mesonfeld zur Beschreibung der Erfahrung geeignet, nicht jedoch bei Berücksich- 


tigung relativistischer Effekte. Hier ist eine Überlagerung der beiden Felder immer 


divergent. In der vorliegenden Arbeit werden unter Beachtung der relativistischen 
Glieder und Voraussetzung der Bornschen Näherung weitere Überlagerungen unter- 
sucht. Dabei hat man sich wegen der Divergenzen zu beschränken auf Felder für 
Teilchen mit Spin 0 oder Spin 1. Um festzustellen, welche Mischungen überhaupt 
diskutabel sind, geht man von einem pseudoskalaren geladenen oder symmetrischen 
Feld aus (Masse der Feldquanten 286 m,, vgl. vorsteh. Referat) und überlagert dem 
ein neutrales Feld, dessen Eigenschaften so bestimmt werden sollen, daß die beob- 
achteten Verhältnisse der differentiellen Streuquerschnitte bei 90 MeV-Neutronen 
PN —= 1,1 und ne — 3,6 vonder Theorie richtig wiedergegeben werden. Es 
zeigt sich, daß ebenso wie das pseudoskalare Feld allein (siehe vorsteh. Referat) 
auch eine beliebige Mischung von Feldern mit dem Spin 0 (skalar und pseudoskalar) 
diese Forderung nicht erfüllt. Felder mit Spin 1 wurden bisher nicht untersucht. 
K.-H. Höcker (Stuttgart). 
Symonds, N.: On the motion of a veetor meson in a homogeneous magnetie 
field. Phil. Mag., J. theor. exper. appl. Phys., London, VII. S. 40, 636 — 644 (1949). 
Unter Benutzung der Kemmerschen Partikeltheorie des Mesons [Proc. R. Soc. 
London, A 173, 91—116 (1939); dies. Zbl. 23, 190], welche der Diracschen Theorie 
des Elektrons nachgebildet ist und lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung für 


- eine 10-komponentige Wellenfunktion postuliert, wird die Bewegung eines Mesons 
im homogenen Magnetfeld berechnet. Die Geschwindigkeitskomponente parallel 
zum Magnetfeld kann durch Lorentztransformation zum Verschwinden gebracht 
werden. Sodann können einfache Darstellungen der Duffin-Kemmerschen Opera- 
toren P, gewählt und die Bewegungsgleichungen vollständig integriert werden. Die 
Wellenfunktion enthält Hermitesche Polynome (Larmorkreise!) und berücksichtigt 
den Einfluß des Mesonenspins (0 und 1). Zugleich wird eine neue Schreibweise der 
Kemmerschen Wellengleichung 2. Ordnung mit elektromagnetischem Feld aufge- 
stellt. L. Waldmann (Mainz). 
Urban, P.: Über den elastischen Stoß von Mesonen. 8.-B. Akad. Wiss. Wien, 
math.-naturw. Kl. IIa 155, 179—188 (1947); 156, 129-—130 (1948). 
Für die Austauschwechselwirkung skalarer Mesonen mit Nukleonen wurde von 
Yukawaund Sakata 1938 ein Wirkungsquerschnitt berechnet, der hier des Näheren 
überprüft wird. Dabei liefert die genauere Rechnung einen Ausdruck, der insbeson- 


dere bei hohen Energien von dem früher angegebenen erheblich abweicht. Es ergibt 


sich als elastischer, differentieller Streuquerschnitt 


TE (od + Ze? + (fo (+ 3Q2/eo)} 

Er: ( ) ex (eV? + Foren)? (ei >Ool Et N} ° 

ze & Bo le 
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Dabei ist g die Kopplungskonstante (mesonische Ladung), M die Protonenmasse, 

1 die Mesonenmasse, E, und E die Energie des einfallenden und des gestreuten 

Mesons. Inder Näherung, in welcher E und E, groß gegen die Ruhenergie des Mesons 


sind, wird 
PETE N IF ERERU N 


Durch Integration über den Raumwinkel entsteht der totale Wirkungsquerschnitt, 
wie in der nachfolgenden Arbeit gezeigt wird, genähert zu: 
g \2 1 TER )( 
Dralya) Aa IBM! u. EN rer 
W. Macke (Göttingen). 


Urban, P.: Zur pseudoskalaren Theorie der Mesonen. Österreich. Akad. Wiss., | 


math.-naturw. Kl., S.-B., IIa 156, 143—154 (1948). 

Im Anschluß an die Kemmerschen Arbeiten zur Theorie der Mesönen werden 
die Eigenschaften pseudoskalarer Mesonen untersucht. Abweichend von den 
skalaren Mesonen ergibt sich dabei die totale Streuwahrscheinlichkeit an Nukleonen 
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. .. 7 & a In T vs N 
l/x = hjue ist die de Brogliewellenlänge des Mesons und k, die Wellenzahl des 
einfallenden Mesons. In einem weiteren Abschnitt wird die Wahrscheinlichkeit für 
Absorption von Mesonen an Kernen mit anschließender Photonenemission berechnet. 
Bei sehr großen Einfallsenergien wird diese Wahrscheinlichkeit konstant gleich 
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Die Zerfallswahrscheinlichkeit der pseudoskalaren Mesonen wird schließlich noch 
untersucht und ergibt sich in Übereinstimmung mit derjenigen von skalaren und 
vektoriellen Mesonen. ! W. Macke (Göttingen). 

Steinberger, J.: On the use of subtraetion fields and the lifetimes of some types 
of meson decay. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 76, 1180—1186 (1949). 
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Das Verfahren von Pauli und Villars, mit Hilfe eines Subtraktionsforma- 
lismus divergierende Felder konvergent zu machen, wird für Mesonenfelder ange- 
wandt. Man kommt durchweg zu endlichen Ergebnissen. Im einzelnen wird der 
Zerfall eines neutralen Mesons in zwei oder drei Photonen, in ein Elektron-Positron- 
Paar, in ein anderes neutrales Meson und ein Lichtquant berechnet. Für geladene 
Mesonen wird der Zerfall in ein anderes geladenes Meson und ein Photon, sowie in 


ein Elektron und ein Neutrino untersucht. Die Lebensdauern ergeben sich durch- 


weg größer als bei den sonst üblichen Verfahren ohne Subtraktion der Divergenzen. 
Im allgemeinen ist eine Abweichung von den älteren Ergebnissen zu erwarten, wenn 
divergente Integrale in der Richtung auftreten, dagegen findet man Übereinstim- 
mung, wenn diese nicht auftreten. K.-H. Höcker (Stuttgart). 

Urban, P.: Über die Lebensdauer der Mesonen. Österreich. Akad. Wiss., math.- 
naturw. Kl., S.-B., IIa 156, 131—141 (1948). 

Mit dem gewöhnlichen Formalismus der Wellenquantelung wird die Lebensdauer 
der Mesonen berechnet durch Ermittlung der Übergangswahrscheinlichkeit des- 
jenigen Prozesses, bei dem ein Meson und ein Neutrino, letzteres im negativen 
Energiezustand, übergehen in ein Elektron. Dabei führen skalare und vektorielle 


Mesonen zu numerisch gleichen Ergebnissen. Die Lebensdauer 7 ergibt sich für 


beide Fälle in Abhängigkeit von der angenommenen Mesonenmasse u zu: 


u (in m,) —71007.2.15077200852259 

t (in 10-7sec) = 233. 15 12 09 
wenn man die Kopplungskonstante g zwischen dem Mesonenfeld einerseits und dem 
Elektron-Neutrinofeld andererseits aus dem f-Zerfall entnimmt. — Auch für 
pseudoskalare Mesonen ergeben sich genähert die gleichen Werte. W. Macke. 


- Michel, L.: Interaetion between four half-spin partieles and the decay of the 
j-meson. Proc. phys. Soc. London, Sect. A 63, 514—531 (1950). 

Der allgemeinste quadrilineare Ansatz für die Koppelung von vier Fermiteilchen 
. wird untersucht und es wird gezeigt, daß eine Vertauschung der Reihenfolge der 
Amplituden nur die Koeffizienten der in der Wechselwirkungsenergie auftretenden 
Linearkombinationen der fünf relativistischen Invarianten ändert. Für ungeladene 
Teilchen wird sowohl die Majoranasche als auch die Löcher-Theorie benützt. Die 
Resultate werden auf die Untersuchung des ß-Zerfalls-Spektrums des u-Mesons 
angewendet. | Touschek (Glasgow). 

Wyk, €. B. van: y-decay and mesons of spin zero. Proc. phys. Soc. London, 
Sect. A 63, 350—357 (1950). 

Ausgehend von der Annahme, daß dem Feld der r-Mesonen wie dem der z-Me- 
sonen nicht zu kleine Kopplung mit den Nukleonen zukommt, ist zu schließen, 
daß die schweren r-Mesonen über die virtuelle Erzeugung von Nukleonen mit einer 
beträchtlichen Wahrscheinlichkeit in z-Mesonen und ein oder zwei weitere Teil- 
chen zerfallen müssen. Da es Hinweise gibt, daß die r-Mesonen, wenn sie überhaupt 
existieren, was nach Powell neuerdings zweifelhaft ist (Fußnote), Spin 0 haben 
dürften, ist die zusätzliche Emission von zwei Lichtquanten nahegelegt. Das 7-Meson 
wird durch ein skalares Feld, das z-Meson durch ein pseudoskalares Feld beschrieben. 
Das Verfahren ist das übliche der Störungstheorie und das Ergebnis folglich von 
deren Problematik abhängig. K.-H. Höcker (Stuttgart). 

. Ling jr., Daniel 8. and David L. Falkoff: Interference effects in gamma-gamma 
angular correlations. Phys. Rev., Lancaster Pa., II.S. 76, 1639 —1648 (1949). 
5 Wenn man annimmt, daß die Aussendung von y-Strahlen bei stufenweisem 
Übergang angeregter Atomkerne in den Grundzustand nicht wie bisher angesetzt 
durch einen reinen Dipol, Quadrupol oder höheren Multipol, sondern durch Mischungen 
von Multipolen erfolgt, kann durch Interferenzeffekte für die Richtungsverteilung 
der y-Quanten sich etwas vollkommen anderes ergeben, als man nach dem bis- 


. herigen Ansatz errechnet. Insbesondere wird in der Arbeit ein Zweierschritt unter- 
sucht, bei dem der eine eine Mischung von elektrischer Quadrupol- und magnetischer 
Dipolstrahlung ist, während der andere entweder durch einen Dipol- oder durch 
einen Quadrupol erfolgt. Auf diese Weise können die bisher als anomal empfundenen 
experimentellen Ergebnisse bei Sı®® theoretisch gedeutet werden. Dagegen bleiben 
in dem analogen Fall Pd! vorerst Schwierigkeiten bestehen. K.-H. Höcker. 

Levinger, J. S. and H. A. Bethe: Dipole transitions in the nuelear photo-effect. 
Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S.78, 115—129 (1950). 

Die Thomas-Kuhnschen Summenregeln werden auf die Berechnung des inte- 
grierten Wirkungsquerschnittes und der mittleren Energie für die Absorption von 


ER 


Photonen durch Atomkerne angewendet. Der integrierte Wirkungsquerschnitt ergibt 


sich zu 0,015 A (1 + 0,8 x) MeVbarns (x = Anteil der Austausch-Kräfte). Die 
- mittlere Energie ergibt sich zu etwa 19 MeV für gewöhnliche Kernkräfte. Quadrupol- 
Übergänge stellen nur etwa 6%, des gesamten Querschnitts dar. Das asymptotische 
Verhalten der Dipol-Wirkungsquerschnitte wird berechnet. Die Theorie ermöglicht 


eine qualitative Erklärung der Experimente über die Energie-Abhängigkeit des 


Kernphotoeffekts. Touschek (Glasgow). 

Bouchez, R., S. R. de Groot, R. Wataf et H. A. Tolhoek: Sur le rapport d’em- 
branehement mission ß+-eapture K: cas des transitions permises. I. J. Phys. 
Radium 11, 105—119 (1950). 


Das Verhalten der Zerfallskonstanten für K-Einfang und ß*+-Zerfall wird in 


seiner Abhängigkeit von den Spinquantenzahlen der Kerne untersucht. Für die 


Kerne $1Cu, Cu und 1#°Cd ergibt sich ausgezeichnete Übereinstimmung mit dem 


Experiment. Touschek (Glasgow). 

Groot, Sybren R. de et Hendrik A. Tolhoek: La th6orie de la radioactivite 
ß utilisant une combinaison lin@aire des invariants relativistes pour ’Hamiltonien 
d’interaetion. ©. r. Acad. Sci., Paris 230, 1510—1512 (1950). 

Es wird eine Theorie des ß-Zerfalls entwickelt, die von einer Hamiltonfunktion 
- für die Wechselwirkung von Nukleonen und leichten Teilchen ausgeht, die eine 
Linearkombination von 5 relativistischen Invarianten enthält. Man ist mit der 
Erfahrung im Einklang, wenn man annimmt, daß abgesehen von Einflüssen der 
elektrischen Kernladung die Emission eines ß-- oder ß+-Teilchens vollkommen 
symmetrisch zu behandeln ist. K.-H. Höcker (Stuttgart). 

‚ Feister, I.: Numerical evaluation of the Fermi beta-distribution funetion. 
Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 78, 375—377 (1950). 

Schwinger, Julian: On the charge independence of nuelear forces. Phys. Rev., 
Lancaster Pa., II. S. 78, 135—139 (1950). 

Die kleine Differenz zwischen den Neutron-Proton- und Proton-Proton-Sin- 
gulett-Kräften kann unter Annahme eines Yukawa-Potentials auf magnetische 
Kräfte zurückgeführt werden. Touschek (Glasgow). 

Blanchard, €. H., R. Avery and R. 6. Sachs: Veloeity dependent nuelear inter- 
actions. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. 5. 78, 292 (1950). 

Ausgehend von der empirisch im Schalenmodell des Atomkerns geforderten 
Spinbahnkopplung der Nukleonen diskutieren Verff. 6 verschiedene geschwindig- 
keitsabhängige Ansätze für das Potential zwischen 2 Nukleonen, die durch Invarianz- 
forderungen nahegelegt werden. — Da die Geschwindigkeitsabhängigkeit des Po- 
tentials ein magnetisches Moment liefert, welches sich zu denjenigen von Bahn 
und Spin hinzuaddiert, wird durch Vergleich mit den empirischen magnetischen 
Momenten von ?H, ?H und ®He unter den verschiedenen Möglichkeiten eine Aus- 
‘ wahl getroffen, bei der das Potential 

Vrp = J (iv — tp|) : len —tp) X Pr — Pp)] (on — Op), 
versehen mit einem noch willkürlichen Ortsaustauschanteil, den Vorzug hat. 
Macke (Göttingen). 
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_&oeppert-Mayer, Maria: Nuelear configurations in the spin-orbit coupling 
model. I. Empirieal evidence. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 78, 16—21 (1950). 


Goeppert-Mayer, Maria: Nuelear configurations in the spin-orbit coupling 
[mon IE. Theoretical eonsiderations. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 78, 22—23 
(1950). 


Für den Atomkern wird nach den Arbeiten von Haxel, Jensen und Suess 
folgendes Einteilchenmodell vorgeschlagen: Jedes Nukleon bewegt sich frei in dem 
Potentialtopf, welcher durch das mittlere Anziehungspotential der übrigen Nukleo- 
nen hervorgerufen wird und welcher seiner Form nach zwischen dem Öszillator- 
und Rechteckpotential liegt. Jedes Teilchen unterliegt einer starken Kopplung von 
Spin- und Bahndrehimpuls, die die normalen relativistischen Thomaskräfte um etwa 
einen Faktor 20 überschreitet. Unter dieser Voraussetzung gelingt es mit sehr. 
wenigen zusätzlichen Annahmen, ein widerspruchsfreies Termschema für den Atom- 
kern anzugeben, welches zu dem Erfahrungsmaterial (Kernspin, magnetische 
Momente, magische Zahlen, angeregte Zustände, isomere Kerne) in Einklang steht. 
— Das Termschema lautet (in aufsteigender Folge, einzelne Schalen durch Klammern 
abgehoben): f 
(1 sı/2) (1 PaJe, 1 Pıy2) (1 days, 1 daj2, 2 S112) (1 Fre) (1 far2, 2 Pre, 2 Pıj2, 1 98,2) 

(1 9712, 2 dsj2, 2 daj2, 3 Sıj2, 1 Arj2) (1 Aoı2, 2 Frı2, 2 Isj2, 3 Paj2, 3 Pıja, 1 dısy2) (1 di, - :- 
Als Annahmen zugrunde gelegt wurden: Geradzahlige Teilchen einer Sorte sättigen 
ihre Drehimpulse stets zu je zweien ab, so daß Kernspin- und -momente stets durch 
das letzte ungeradzahlige Teilchen allein hervorgerufen werden. Der bei dieser Ab- 
sättigung erzielte Energiegewinn wächst mit der Größe der Drehimpulse, wodurch 
die höheren Drehimpulse zuerst abgesättigt werden. — Im Teil II werden diese 
Annahmen einer näheren Untersuchung unterzogen. Es stellt sich heraus, daß bei 
einem Wechselwirkungspotential von kurzer Reichweite (ö-Funktion) sowie reiner 
jj-Kopplung die Bindungsenergie gerade eine Abhängigkeit erhält, welche die obigen 
Annahmen rechtfertigt. Durch die Absättigung der Drehimpulse wird ein Energie- 
gewinn von — E =c(2j + 1)/A gegenüber Zuständen mit nicht abgesättigten Dreh- 
impulsen erzielt. (A = Nukleonenzahl, j = Drehimpulsquantenzahl, ce 25 MeV). 
Macke (Göttingen). 

Huby, R.: Investigations on the binding energy of heavy nuclei. Proc. phys. 
Soc. London, Sect. A 6%, 62—71 (1949). 

Es wird untersucht, wie weit sich die Bindungsenergien der schweren Atom- 
kerne auf Grund eines Zwei-Teilchen-Potentials erklären lassen, dessen Parameter 
aus den empirischen Deuteron- und ?H-Daten bestimmt sind. Dabei wird das 
aus der Moller-Rosenfeld-Theorie folgende statische Potential benützt: 

RE EIS Kr 

=) + Ploı%)} = ; 

wobei g?/k c = 0,258, P/h c— 0,59, k—u.c/h, u = 220 Elektronenmassen gesetztist 
[nach Fröhlich u.a., Proc. R. Soc. London A 191, 61 (1944)]. Bei der Errechnung 
der Bindungsenergien der schweren Kerne wird von der Oberflächen- und Coulomb- 
Energie abgesehen und die Ergebnisse werden demgemäß mit dem entsprechenden 
Term der Weizsäcker-Betheschen halbempirischen Formel verglichen. Zunächst 
wird das ‚„Fermi-Gas-Modell“ benutzt (ebene Wellen in Kasten) und die Energie 
nach dem Ritzschen Verfahren durch Variation nach dem Kernradius bestimmt, 
indem dieser proportional 4% gesetzt wird. Während sich für den Kernradius die 
richtige Größenordnung ergibt, erhält man nur etwa 10%, der empirischen Bindungs- 
energie. — In einer zweiten Näherung werden die ebenen Wellen als ungestörtes 
System und die soeben erhaltene Energie als Störung erster Ordnung betrachtet. 
Wird wieder nach dem Kernradius variiert, so erhält man etwa 40%, der empirischen 
Bindungsenergie. Der große Unterschied zwischen erster und zweiter Näherung 
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zeigt die Unsicherheit des Verfahrens. — Versucht man, um richtige Bindungsener- 
gien zu erhalten, angenommene „Viel-Körper-Kräfte“ durch Vergrößerung von f? 
(um 25%) zu berücksichtigen, so geht die Übereinstimmung mit den empirischen 
Kern-Radien verloren. Das gleiche ist der Fall, wenn die Übereinstimmung mit 
‚den ®H-Daten aufgegeben wird und die Potential-Parameter nach Deuteron und 
schweren Kernen bestimmt werden (u = 400 Elektronenmassen). — Schließlich 
wird die Möglichkeit der Übertragung eines nicht publizierten Variationsverfahrens 
für leichte Kerne von Svarthelm auf schwere Kerne diskutiert. w. Weizsäcker. 
Lax, Malvin: A variational method for non-eonservative eollisions. Phys. 
Rev., Lancaster Pa., II. S. 78, 306 (1950). 
In der Schrödingergleichung (E—-H)Y,=VWY, wird V als störendes 
(Streu-)Potential angesehen. Die Gesamtlösung Y, läßt sich in der Form 
Y,=®,+(E—H)1VWY, schreiben, wo ®, die ungestörte (einfallende) Welle 
darstellt. Mit 7,, = (®,, V P,) wird die Streuwelle allein (E— H)!T®,. Tstellt 
die Matrix der Streu- oder Übergangsamplituden dar. Um für diese ein Variations- 
prinzip aufzustellen, wird die allgemeinere Integralgleichung /, =®, + LVW, 
und die dazu adjungierte %, —@, + L+ V+W, betrachtet, wo V nicht notwendig 
hermitisch sein muß. Es ist dann 
F 3 


Tu = VD) (SV PH VP)-(FHVLVP)] 


stationär für unabhängige Variation der X} und Y,. Durch passenden Ansatz dieser 
Größen lassen sich also die Streuamplituden näherungsweise bestimmen. An einem 
Beispiel — Streuung an absorbierendem Draht — wird in einfacher Weise erhebliche 
Genauigkeit erreicht. Volz (Erlangen). 

Lax, Melvin: On a well-known eross-seetion theorem. Phys. Rev., Lancaster 
Pa., II. 78, 306—307 (1950). 

Bei Streuproblemen tritt neben der eigentlichen Streuwelle eine ‚‚Schattenwelle‘“ 
auf, welche im Schattenbereich die primäre Welle durch Interferenz aufhebt. Diese 
entspricht der Summe aus Absorption + Streuung. Es wird gezeigt, wie sich 
Streuwelle und Wirkungsquerschnitt in den verschiedenen Fällen (elastische und 
unelastische Streuung, Absorption) explizit darstellen lassen. Volz (Erlangen). 

Brueckner, K. A. and K. M. Watson: Proton-proton seattering in charged 
sealar theory. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 78, 495—496 (1950). 

Die Berkeley-Experimente zur Protun-Neutron- und Proton-Proton-Streuung 
für Energien der Größenordnung von 300 MeV, zeigen eine beträchtliche Ladungs- 
abhängigkeit. Während der Proton-Proton- Querschnitt in einem weiten Winkel- 
bereich fast isotrop ist, zeigt der Proton-Neutron- Querschnitt eine starke Bevor- 
zugung der Vorwärts- und Rückwärts-Streuung. Die Wirkungsquerschnitte wurden 
bis zur vierten Ordnung für ein skalares geladenes Mesöonfeld berechnet, wobei der 
Hauptbeitrag vom Austausch zweier virtueller Mesonen herrührt. ‚Die so erhaltenen 
Korrekturen zeigen zwar das richtige qualitative Verhalten, sind aber für schwache 
Kopplungen viel kleiner als die experimentell gefundenen Werte. Touschek. 

Heidmann, J.: Scattering of 90 MeV neutrons by alpha-partieles. Phil. Mag., 
J. theor. exper. appl. Phys., London, VII. S. 41, 444—457 (1950). 

Es wird die Streuung von Neutronen mit einer Energie von 90 MeV an «-Teil- 
chen untersucht. Dabei bedient sich die Störungsrechnung des Bornschen Näherungs- 
verfahrens, dessen Gültigkeit für den Fall der elastischen Streuung besonders nach- 
geprüft wird. Der verwendete Potentialansatz berücksichtigt den Spinaustausch 
und wird ebenso wie die Ausgangseigenfunktionen durch passende Wahl von Para- 
metern experimentellen Daten angepaßt. Für den unelastischen Stoß beschränkt 
sich die Untersuchung auf die Loslösung eines Protons oder Neutrons bzw. die 
Bildung eines Tritons und Deuterons. Alle übrigen Prozesse werden wegen ihres 
bedeutenden Energiebedarfs als unwahrscheinlich angesehen. Da keine entspre- 
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chenden experimentellen Unterlagen vorliegen, wird mit Rücksicht auf das a- 
Teilchenmodell der Kerne die Streuung von Neutronen an Kohlenstoff und Sauer- 
stoff zum Vergleich herangezogen. Ecker (Bonn). 

Thomas, Roy: Three-body seattering with central and tensor forces. Phys. 
Rev., Lancaster Pa., II. S. 76, 1002—1003 (1949). 

Das 3-Körper-Problem der Streuung von Neutronen an einem Deuteron-Kern 
wird in Bornscher Näherung unter Annahme von 77% Tensorkräften berechnet. 
Für Energien < 10 MeV kann der Beitrag der Tensorkräfte vernachlässigt werden. 
Bei 20 MeV jedoch ergibt sich eine beachtliche Korrektur zum Wirkungsquerschnitt. 
Auch die Winkel-Abhängigkeit wird — besonders im Fall von Ladungs- und Ladungs- 
und Spin-abhängigen Kräften — stark anisotrop. Touschek (Glasgow). 

Ceallaigh, ©. O.: Nuclear seattering of fast ß-partieles in the eloud-chamber 
projected form of Mott’s and other scattering formulae with tables. Proc. Irish 
Acad. A 53, 133—144 (1950). | 

Die bekannten Streuformeln, die die Ablenkung ® eines Teilchens von der 
ursprünglichen Richtung angeben, werden so umgeschrieben, daß sie an Stelle von 
. d die Projektion dieses Winkels auf eine Ebene senkrecht zur Beobachtungsrichtung 
' enthalten. Das Ergebnis erscheint in Form von Tabellen. K.-H. Höcker. 

Kallmann, H. und M. Päsler: Wellenmechanische Störungsreehnung im „Un- 
terbereich“ der Laplaceschen Transformation. (Mit einer Anwendung auf den Stark- 
Effekt.) Z. Phys., Berlin 126, 734—-748 (1949). 

Kallmann, H. und M. Päsler: Zur Integration der gestörten zeitabhängigen 
Sehrödinger-Gleiehung. Z. Phys., Berlin 125, 749—759 (1949). 
| Weiterführung früherer Arbeiten [H. Kallmann und M. Päsler, Ann. Phys., 

VI. F. 2, 292—304, 305—320; 3, 305—316 (1948) und folgende Referate] über 
die Behandlung der Schrödingergleichung im Unterbereich der Laplace-Transfor- 
mation. Volz (Erlangen). 
Kallmann, Hartmut und Max Päsler: Behandlung des Oszillators und der Dirac- 
schen Gleiehungen. Mitteilung III zu „Eine neue Behandlungs- und Darstellungs- 
methode wellenmechanischer Probleme“. Ann.Phys., Leipzig, VI. F. 4, 46—56 (1948). 

Im Anschluß an frühere Arbeiten [H. Kallmann und M. Päsler, Ann. Phys., 
VI. F. 2, 292—304, 305—320 (1948)] werden die Schrödingergleichung des Oszil- 
lators sowie die Diracschen Gleichungen des Coulombfeldes nach einer Laplace- 
Transformation im ‚Unterbereich‘ behandelt. Es werden bekannte Ergebnisse 
wiedergefunden und von einer neuen Seite aus beleuchtet. Volz (Erlangen). 

Kallmann, Hartmut und Max Päsler: Ergänzende Bemerkung zu unserer Arbeit 
„Allgemeine Behandlung des H-Atoms mit beliebigen Anfangsbedingungen .. .“. 
Ann. Phys., Leipzig, VI. F.4, 90—91 (1948). 

Ergänzungen zu der Arbeit von H. Kallmann und M. Päsler, Ann. Phys,, 
VI.F. 2, 305—8316 (1948). Volz (Erlangen).. 

Häkansson, H. E. V.: On the Lamb-shift and the ionisation energy of helium- 
like atoms. Ark. Fysik, Stockholm 1, Nr. 27, 555-557 (1950). 

Eine klassische Berechnung der Ionisations-Energie des Heliums nach der 
Methode von Hyleraas ergibt einen zu hohen Wert. Es wird gezeigt, daß die 
Diskrepanz durch Anwendung der Betheschen nicht relativistischen Strahlungs- 
korrektur fast halbiert werden kann. Touschek (Glasgow). 

Suryanarayana Rao, K.: Term values of f? eleetron configuration. Indian J. 
Phys. 24, 51—56 (1950). 

Brown, 6. E.: Note on a relation in Dirae’s theory of the eleetron. Proc. nat. 
Acad. Sci. USA 36, 15—17 (1950). 

Verf. zeigt, daß die Hyperfeinstrukturenergie eines Elektrons im Coulombfeld 
nach der Diracschen Theorie des Elektrons proportional zum Erwartungswert des 
reziproken Quadrats des Elektronenabstands vom Kern ist. W. Kofink. 
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Boll, Marcel: Une description corpuseulaire et döterministe des franges de 
Fraunhofer. ©. r. Acad. Sei., Paris 230, 1034-1035 avec une remarque de Louis 
de Broglie 1035—1036 (1950). 

Verf. versucht eine korpuskulare Deutung der Beugungserscheinung an einem 
Spalt durch Annahme eines speziellen, dem Beugungsintegral der Wellentheorie 
nachgebildeten Ablenkungsgesetzes und bekommt so rechnerisch eine Folge von 
hellen und dunklen Streifen, welche fast mit dem wellenmäßig ermittelten Beugungs- 
bild übereinstimmt. — In einem Nachwort betont L.de Broglie, daß er zwar 
die Arbeit des Verf. vorgelegt hat, ihren Inhalt aber nicht billigt, vielmehr nach 
wie vor die Wellentheorie als einzige Möglichkeit zur Deutung der Beugungserschei- 
nungen betrachtet. Sauter (Göttingen). 

Boll, Marcel: Une deseription corpuseulaire et döterministe des franges d’Young. 
C. r. Acad. Sci., Paris 230, 11441146 (1950). : 

Durch eine Erweiterung des Ablenkungsgesetzes gegenüber der vorstehend 
referierten Arbeit versucht Verf. nunmehr auch die Beugungserscheinung an einem 
Doppelspalt korpuskular zu deuten. Sauter (Göttingen). 


! 


Bau der Materie: 


“ Klemm, Alfred: Das unendlich lange Trennrohr mit Endbehälter. Z. Naturforsch. 
3a, 211—216 (1948). 

Es wird der raum-zeitliche Konzentrationsverlauf eines seltenen Isotops in 
einem unendlich langen Trennrohr mit durchmischtem Endbehälter unter Verwen- 
dung des Quellenintegrals berechnet. Die Erstreckung der Anreicherung ins Trenn- 
rohr hinein ist 1,77YD’t für I<YD’'t und 1,50YD’t für I">YD’t. Die 

theoretische Plattenzahl (Vervielfachung) ist 2wyt /Yr DE+ für = yD' t und 
wt/l für I>YD’t. Dabei ist w die effektive Geschwindigkeit des Gegenstroms, 
D’ die effektive Diffusionskonstante, ! die äquivalente Länge des Endbehälters und 
t die Zeit. Die Größen w und D’ werden für den Fall des Thermodiffusionsverfah- 
rens, des chemischen Austauschverfahrens und des elektrolytischen Überführungs- 
verfahrens interpretiert. (Zusammenfassung des Verf.) L. Waldmann. 

Present, R. D. and A. J. de Bethune: Separation of a gas mixture flowing througb 
a long tube at low pressure. Phys. Rev., Lancaster Pa., IT. S. 75, 1050—1057(1949). 

Wenn ein binäres Gasgemisch (Molekülmassen m,, ,) durch eine lange Kapillare 
(Radius r) bei niedrigem Druck, d.h. freie Weglänge A > r, ins Vakuum ausströmt, 
so tritt bevorzugt die leichte Komponente aus, und zwar beträgt nach Knudsen 
der Trennfaktor (m,/m,)*. Dies rührt daher, daß in diesem Fall die beiden Kom- 
ponenten keinen Impuls austauschen. Anders ist es, wenn 7< r. Dann gleichen 
sich durch Molekularstöße im Gas die Strömungsgeschwindigkeiten an: der Trenn- 
effekt nimmt mit wachsendem Druck ab. In vorliegender Arbeit wird der Übergangs- 
fall Arg r mittels eleganter, aber elementarer gaskinetischer Überlegungen behan- 
delt, indem die Impulsübertragung auf die Wand und diejenige von der einen auf 
die andere Molekülsorte berechnet wird. Der Trennfaktor kann exakt wiedergegeben 
werden durch den Diffusionskoeffizienten D,, des Gemischs. L. Waldmann (Mainz). 

Schlüter, Arnulf: Dynamik des Plasmas. I. Grundgleiehungen, Plasma in ge- 
kreuzten Feldern. Z. Naturforsch. 5a, 72—78 (1950). 

Die Bewegungs- und Diffusionsgleichung eines Plasmas in elektrischen und 
magnetischen Feldern wird abgeleitet unter Berücksichtigung der gegenseitigen 
Reibung und der elektromagnetischen Wechselwirkung der positiven und negativen 
Teilchen. Im Fall statischer Felder zeigt sich, daß es nicht erlaubt ist, von einer 
Verminderung der Leitfähigkeit und von Halleffekt des Plasmas im Magnetfeld zu 
sprechen. Im allgemeinen ist vielmehr bei einem bestimmten Druck die Leitfähig- 
keit des Plasmas mit und ohne Magnetfeld dieselbe. Zum Schluß wird der Fall 
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untersucht, daß das Magnetfeld nur von dem Strom herrührt, der von einem homo- 
genen elektrischen Feld erzeugt wird. Das Plasma zieht sich dann zu einem Faden 
zusammen. _ A. Unsöld (Kiel). 

Weizel, W. und 6. Eeker: Einfluß des Eigenmagnetfeldes und der Diffusion 

auf eine wandstabilisierte Liehtbogensäule. Z. Phys., Berlin 127, 495—512 (1950). 
Die Arbeit bringt eine Vervollständigung der Theorie wandstabilisierter Bogen- 
säulen durch die Berücksichtigung der Thermodiffusion, der ambipolaren Diffusion 
und des Rigenmagnetfeldes der Entladung in der Träger- und Energiebilanz. Ab- 
schätzende Überlegungen und recht weitläufige Zwischenrechnungen führen auf eine 
Abänderung der Elenbaas-Hellerschen Diff.-Gl. Diese neue Gleichung kann jedoch 
_ auf einen Gleichungstyp transformiert werden, der grundsätzlich nach demselben 
numerischen oder maschinellen Verfahren wie für die Elenbaas-Hellersche Gleichung 
der weiteren Behandlung zugänglich ist. Er hat die Form 
I dee dd: 
1: F(6)+%F,(6) + 7 do do 
mit den Randbedingungen 0 = 0, d@/de =0; o=1, G=Gr, die eine Transfor- 
mation auf ein Anfangswertproblem erlaubt. Eine quantitative Durchrechung ist 
wegen der Unsicherheit gewisser eingehender Konstanten noch nicht möglich, aber 
erundsätzlich sollte nach Ansicht der Verff. nun durch eine Kombination mit neuen 
Messungen eine rechnerische Beherrschung der wandstabilisierten Bögen möglich 
sein. R. Seeliger (Greifswald). 

Rice, ©. K.: The thermodynamies of liquid helium on the basis of the two- 
fluid theory. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 76, 1701—1707 (1949). 

Die Thermodynamik des flüssigen Heliums wird unter der Modellvorstellung 

untersucht, daß die Flüssigkeit aus einem Zweiphasengemisch von normalem Helium 
und superfluidem Helium besteht, die sich im thermodynamischen Gleichgewicht 
befinden. Beide Phasen sollen nicht nur im Impulsraum, sondern auch im Ortsraum 
getrennt sein, wie durch die Versuche von Taconis, Beenakker, Nier und Ald- 
rich an Gemischen von He und 3He nahegelegt wird. Dabei läßt sich Überein- 
stimmung mit dem empirischen Verlauf der spezifischen Wärme zu beiden Seiten 
des A-Punktes erzielen mit der Annahme, daß unterhalb des A-Punktes das Phasen- 
gemisch eine faserige Struktur hat, während oberhalb des A-Punktes die superfluide 
Phase sich in einzelnen Kugeln von je 60—80 Atomen etwa zu bilden beginnt. 
'— Unter diesem Gesichtswinkel iso der Phasenübergang zweiter Ordnung am 
‚4-Punkt näher untersucht. Es ergeben sich neue Beziehungen für die Abhängigkeit 
des 4-Punktes von Druckänderungen sowie Änderungen der Konzentration von 
3He-?He-Gemischen. W. Macke (Göttingen). 

Goldstein, L., D. Sweeney and M. Goldstein: On the theory of slow neutren 
seattering by liquid helium. Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 77, 319-329 (1950). 

Verff. berechnen die Wirkungsquerschnitte für die unelastische Streuung langsamer Neu- 
tronen an flüssigem He, und He,; sie behandeln diese Flüssigkeiten als stark entartetes Fermi- 
bzw. Bose-Gas. Im flüssigen He, wird der differentielle Wirkungsquerschnitt für Kleinwinkel- 
streuung durchweg kleiner als für das freie Atom ohne Gasentartung, er nähert sich für große 
Streuwinkel asymptotisch diesem Wert. Hält man den Streuwinkel fest, so durchläuft der Wir- 
kungsquerschnitt ein Minimum bei Variation der Temperatur der Flüssigkeit vom Nullpunkt 
zu höheren Temperaturen; er ‚bleibt immer endlich. Die Kernreaktion n + He, =H,+p 
jedoch wird vielleicht das thermische Gleichgewicht stören und eine. Schwierigkeit beim Vergleich 
der Theorie mit dem Experiment ergeben. Für flüssiges He, ist der Wirkungsquerschnitt immer 
größer oder mindestens gleich dem Wirkungsquerschnitt des freien Atoms. Bei festgehaltener 
Temperatur oberhalb des A-Punktes im He,I-Bereich erreicht die Streuung ein Maximum bei 


verschwindendem Streuwinkel. Mit wachsendem Streuwinkel fällt der Wirkungsquerschnitt 
des Atoms in der Flüssigkeit bis auf denjenigen des freien Atoms; er erreicht ihn desto früher, 


je größer die kinetische Energie der einfallenden Neutronen ist. In der Nähe des A-Punktes 
steigt der Wirkungsquerschnitt für Kleinwinkelstreuung sehr stark an; im flüssigen He,II-Be- 
reich wächst er umgekehrt proportional zum Quadrat des Streuwinkels und durchläuft ein Maxi- 
mum als Funktion der Temperztur bei festem Streuwinkel. W. Kofink (Stuttgart). 


0 


R\ 


285 


Wirtz, Karl: Platzwechselprozesse in Flüssigkeiten. Z. Naturforsch. 3 a, 672—690 
(1948). \ 
Ein wertvoller zusammenfassender Bericht, der zeigt, wie sich mit einfachsten _ 
Vorstellungen eine Fülle von Erscheinungen qualitativ und z. T. quantitativ ver- 
stehen läßt, und der auch Neues, in der bisherigen Literatur Nichtenthaltenes bringt 
(exponentielle Abhängigkeit der Viskosität plastischer Gesteine von der Schub- 
spannung, Einfluß des Druckes auf die Viskosität, Abweichungen vom Ohmschen 
Gesetz bei hohen Feldstärken). Inhalt im einzelnen: Der elementare Platzwechsel. 
Diffusion. Viskosität. Ionenbeweglichkeit. Thermodiffusion. L. Waldmann. 

Bauer, E.: A theory of ultrasonie absorption in unassoeiated liquids. Proc. 
phys. Soc. London, Sect. A 62, 141-154 (1949). 

Ebenso wie bei Gasen kann die Schallabsorption in Flüssigkeiten nicht allein 
aus Reibung und Wärmeleitung verstanden werden. Es muß vielmehr auch die end- 
liche Einstellzeit (Relaxation) des thermischen Gleichgewichts zwischen der Trans- 
lation der Moleküle und deren inneren Bewegungen berücksichtigt werden. Der ein- 
fachste Fall nicht assoziierter, mehratomiger Flüssigkeiten, z. B. Benzol, wird be- 
handelt nach der von Herzfeld und Rutgers für Gase entwickelten Methode. 


- Die Absorption hat für C,H, ihr Maximum bei » » 10° sec!, während die Frequenz 


der zwischenmolekularen Schwingungen in der Flüssigkeit schätzungsweise 
16"? sec”! beträgt. Die Relaxationszeit der innermolekularen Schwingung ist also 
ca. 10°mal größer als die zwischenmolekulare Schwingungsdauer. Es wird versucht, 
den kleinen Stoßausbeutefaktor 103 verständlich zu machen nach der von Zener 
für Gase entwickelten wellenmechanischen Methode zur Berechnung unelastischer 
Zusammenstöße. L. Waldmann (Mainz). 

Hauptman, H. and J. Karle: The structure of atoms from diffraetion studies. 
Phys. Rev., Lancaster Pa., II. S. 77, 491—499 (1950). 

Der Atomfaktor kann bekanntlich durch ein Fourierintegral dargestellt werden, 
in dessen Integranden die Elektronendichte des betreffenden Atoms steht. Nach 
einer Fourierumkehr läßt sich umgekehrt die Elektronendichte durch den in einem 
gewissen Bereich seines Argumentes experimentell bestimmbaren Atomformfaktor 
ausdrücken. Um die Elektronendichte zu berechnen, ist es jedoch erforderlich, die 
gemessenen Werte für den Atomformfaktor auf den Gesamtbereich seines Argu- 
mentes zu extrapolieren. Die Wahl der zur Extrapolation verwendbaren Funktionen 
wird stark eingeschränkt durch die Forderung, daß die sich ergebende Elektronen- 
dichte überall positiv sein muß. Wenn man den Atomformfaktor f(s) im ganzen 


n 
Bereich von s darstellt durch eine Funktion von der Form f(s) = N a,/(l + b, s?" 
=ı 


mit a, b,und n,>0, so ist diese Bedingung von selbst erfüllt. Es wird ein Ver- 
fahren entwickelt, das gestattet, die Werte.von a,, b, und n, so zu bestimmen, daß 
f(s) in dem experimentell bestimmten Bereich durch diese Funktionen gut angenähert 
wird. Durch die noch verbleibende Willkür in der Extrapolation entsteht ein Fehler 
für die Elektronendichte, der aber nur für sehr kleine Werte des Kernabstandes 
größer wird. H. Statz (Stuttgart). 
Emersleben, Otto: Die elektrostatische Gitterenergie eines neutralen ebenen, ins- 
besondere alternierenden quadratischen Gitters. Z. Phys., Berlin 127, 588—609 (1950). 
Die Madelung-Konstante unendlich ausgedehnter, ebener, neutraler Gitter 
läßt sich nach dem vom Verf. früher angegebenen Verfahren unmittelbar berechnen. 
Es wird ein vorteilhafter Umweg beschritten, indem für verschiedene Werte von s 
direkt zunächst die Epsteinsche Zetafunktion ®Z |g| (s)s und daraus mit Hilfe 
bekannter Funktionalgleichungen ®Z |}| (s)s für einige andere Werte der Parameter 
h abgeleitet wurde. — Die Theorie wird auf die 001-Ebene der Steinsalzstruktur 
angewendet. Als Anhang wird eine Ü bersicht über die Epsteinsche Zetafunktion, 
insbesondere als Mittel zur Gitterenergieberechnung, gegeben. Nowacki (Bern). 
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Belorizky, D.: On Kowalsky’s formulae for binary orbits. Monthly Not. astron. 
Soc., London 109, 596—599 (1949). 

Aus den fünf Koeffizienten der quadratischen Gleichung der scheinbaren Bahn 
eines visuellen Doppelsterns lassen sich die fünf geometrischen Elemente der wahren 
Bahn ableiten. Hierfür hat Kowalsky (1873) einfache Formeln gegeben, deren 
Ableitung aber sehr langwierig und verwickelt ist. Verf. leitet die gleichen Formeln 
auf eine neue, sehr elegante und viel’kürzere Weise ab. Stumpff (Göttingen). 

Rodewald, Hans Joachim: Die Planekschen Maßeinheiten. Z. Naturforsch. 5a, 
173 (1950). 

echo von den für die Systeme Welt, Galaxie, Stern und Elementarteilchen 
geltenden hierarchischen Beziehungen M,/M 4, =y}; R/R4,=yt; y= 10° 
leitet Verf. ein System von natürlichen Maßeinheiten ab, die sich von den Planck- 
schen Maßeinheiten durch den Faktor Y3r/y bzw. dessen Reziprokwert unter- 
scheiden und dieim Gegensatz zu den Planckschen Maßeinheiten eine reale Bedeutung 
besitzen. Ihre Brauchbarkeit wird an einem Beispiel (und zwar an der Formel für 
die Grenzmasse eines entarteten Sternes) geprüft. H. Vogt (Heidelberg). 
Bondi, €. M. and H. Bondi: The integration of the equations of stellar structure. 
Monthly Not. astron. Soc., London 109, 62—85 (1949). 

Die Arbeit begründet eine neue Methode zur Integration der Differentialglei- 
chungen, welche den Aufbau nichtrotierender Sterne in hydrostatischem Gleich- 
gewicht beschreiben. Der Mechanismus des Energietransports, die Verteilung der 
Energiequellen und der Verlauf des mittleren Molekulargewichts sind beliebig. 
Wesentlich für die Methode ist der Übergang von den üblichen Variabeln P (Druck), 
o (Dichte), M (r) (Masse innerhalb des Mittelpunktsabstandes r) zu den dimensions- 
losen Größen sg __ dogM rt aber 472 1. diloge 

A, a Sin log Pr 

Für diese Größen gilt dann unter den genannten Voraussetzungen die Differential- 
er u — ee m mit den Randbedingungen: Oberfläche S=Q —— 
dlog Q/dlog 8 = N (Oberfläche); Mittelpunkt S> x, Q—>%, 8/Q—3. Für 
konstantes N (d.h. konstanten Polytropenindex in der üblichen Terminologie) lassen 
sich die Lösungen der Differentialgleichung bequem graphisch überblicken ; die Verff. 
bemerken, daß eine Anzahl graphischer Darstellungen solcher Lösungen vom Sekre- 
tariat der Royal Astronomical Society erhalten werden können, aus denen sich viele 
aktuelle Sternmodelle zusammensetzen lassen. Dies ist möglich, da N fast immer 
vergleichsweise langsam längs r variiert. Für die Durchführung und die Begründung 
der mathematischen Zweckmäßigkeit des Verfahrens muß auf die Arbeit selbst ver- 
wiesen werden. Biermann (Göttingen). 

Milne, E. A.: The Juminosity-veloeity relation for pulsating stars. Monthly 
Not. astron. Soc., London 109, 517—527 (1949). 

Verf. benutzt den Virialsatz, um eine Beziehung zwischen der Leuchtkraft- 
änderung und der Expansionsgeschwindigkeit pulsierender Sterne abzuleiten. Nach 
dieser Beziehung ist die Leuchtkraftänderung genau in Phase mit der Expansions- 
geschwindigkeit eines Sternes (wie wir es bei den ö Cephei-Veränderlichen beob- 
achten), wenn der Stern nur wenig von dem homogenen Modell abweicht. Dagegen 
ist die Leuchtkraftänderung in entgegengesetzter Phase mit der Expansionsgeschwin- 
digkeit (wie wir es bei den langperiodischen Veränderlichen beobachten), wenn der 
Stern eine genügend starke Massenkonzentration nach seinem Zentrum hin zeigt. 
Die Pulsationen veränderlicher Sterne können nicht, wie man bisher meist ange- 
nommen hat, adiabatische sein. Denn bei streng adiabatischer Pulsation würde, 
wie Verf. zeigt, keine Leuchtkraftänderung auftreten. H. Vogt (Heidelberg). 
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Sehatzman, Evry: Le speetre des naines blanches et leur döbit d’6nergie. Danske 
Vid. Selsk. mat.-fys. Medd. 25, Nr. 7, 100 8. (1950). 

Es wird die Trennung der Elemente in einem Gravitationsfeld untersucht und 
gezeigt, daß in einem so starken Gravitationsfeld, wie wir es für das Innere der 
weißen Zwergsterne annehmen müssen, die Trennung des Wasserstoffs von den 
schwereren Elementen eine nahezu vollständige sein muß. Es kommt deshalb für 
den Aufbau der weißen Zwerge ein Sternmodell in Betracht, bei dem eine Wasser- 
stoffhülle einen Kern schwerer Elemente umgibt und die Übergangsschicht von 
Kern zur Wasserstoffhülle, in der Wasserstoff und schwere Elemente gemischt vor- 
kommen, nur eine sehr geringe Dicke besitzt. Dieses Modell dürfte, wie Verf. zu zeigen 
versucht, nicht nur eine quantitative Erklärung für die Energieerzeugung der weißen ° 
Zwerge geben, sondern auch eine Deutung ihrer Spektren. H. Vogt (Heidelberg). 

Bondi, €. M.: A stellar model with a mixed opaeity law. Monthly Not. astron. 
Soe., London 109, 571—579 (1949). 

Es wird die Integration von Sternmodellen durchgeführt, bei denen der photo- 
elektrische Effekt und die Elektronenstreuung zu der Opazität der Sternmaterie 
beitragen. Die angewandte Methode der Integration wurde bereits in einer früheren 
Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 35, 142) beschrieben. H. Vogt (Heidelberg). 


„’ Prasad, Chandrika: On the anharmonic pulsations of the standard model. 
Monthly Not. astron. Soc., London 109, 528—-534 (1949). 

Es wird eine Methode zur Lösung der Gleichungen anharmonischer Pulsationen 
unter Benutzung von Fourier-Reihen entwickelt, und diese Methode wird dann ange- 
wandt auf das sogenannte Standard-Modell der Sterne. Es zeigt sich, daß bei Be- 
rücksichtigung der Oberschwingungen eine wesentlich bessere Übereinstimmung 
zwischen Theorie und Beobachtung hinsichtlich der Radialgeschwindigkeitskurve 
der ö Cephei-Veränderlichen erreicht wird als bei Vernachlässigung der Ober- 
schwingungen. Die verbleibende geringe Unstimmigkeit zwischen Theorie und Beob- 
achtung scheint darauf hinzuweisen, daß der Aufbau der ö Cephei-Veränderlichen 
einem Sternmodell entspricht, das homogener als das Standard-Modell ist, eine 
Schlußfolgerung, zu der vor kurzem auch Milne auf anderem Wege gelangt ist. 

H. Vogt (Heidelberg). 


Underhill, Anne B.: On the effeet of radiation pressure in the atmospheres of 
“ early-type stars. Monthly Not. astron. Soc., London 109, 562—570 (1949). 

Der Einfluß des Strahlungsdruckes auf den Aufbau und die Stabilität der Atmo- 
sphären heißer Sterne wird untersucht. Sodann werden die Adiabaten: stellarer 
Materie berechnet unter Mitberücksichtigung der adiabatischen Zustandsänderungen 
der Hohlraumstrahlung. Schließlich weist Verf. (wie dies. Ref. schon 1943 getan 
hat) darauf hin, daß bei hoher effektiver Temperatur und hinreichend kleiner Schwere- 
beschleunigung wegen des Strahlungsdruckes auf die freien Elektronen eine statische 
Sternatmosphäre nicht mehr möglich ist. A. Unsöld (Kiel). 

Vogt, H.: Zur Theorie der Sternrotation. Astron. Nachr. 277, 49—54 (1949). 

Die Arbeit gibt zunächst eine zusammenfassende Darstellung früherer Unter- 
suchungen des Verf. über ein allgemeines Theorem für den Fall barotroper Ro- 
tation, in dem die Winkelgeschwindigkeit nur eine Funktion des Abstandes von der 
Rotationsachse ist. v. Zeipels Theorem für den Fall konstanter Winkelgeschwindig- 
keit ergibt sich als ein Spezialfall des allgemeineren Theorems. — Für den Fall 
barokliner Rotation, in dem die Winkelgeschwindigkeit eine beliebige Funktion 
des Abstandes von der Rotationsachse und vom Mittelpunkt des Sternes ist, wird 
gezeigt, daß sich für jedes gegebene Rotationsgesetz eine mögliche Druck- und Dichte- 
verteilung angeben läßt. — Dabei ist zu beachten, daß im allgemeinen baroklinen 
Fall nicht nur die Flächen gleichen Druckes, gleicher Dichte und gleicher Temperatur 
sämtlich gegeneinander geneigt sind, sondern daß dies auch für die Flächen gleicher 
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chemischer Zusammensetzung gilt. Es müssen daher dauernde Umschichtungen 


und Strömungen entstehen. Da sich dies auch für den allgemeinen barotropen Fall 
ergab, gilt ganz allgemein, daß bei Rotation Strömungen auftreten müssen unab- 
hängig vom Typ und der speziellen Form des Rotationsgesetzes. — Zum Schluß 
wird eine qualitative Betrachtung über den stabilisierenden (gegebenenfalls auch 
instabilisierenden) Einfluß der Rotation auf radiale Konvektionsströmungen ange- 
stellt. Es zeigt sich, daß, falls man für die Sonne einen starr rotierenden Kern an- 
nehmen kann, die Rotation auf jeden Fall an der Oberfläche eine Abnahme der 
Winkelgeschwindigkeit vom Äquator nach den Polen zu bewirkt. Temesvary. 

Widorn, Thomas: Eine Beziehung zwischen Radius und Masse und über den 
Aufbau der inneren Planeten. Österreich. Akad. Wiss., math.-naturw. Kl., S.-B., 
IIa 157, 101—124 (1949). 

Unter der Annahme, daß die inneren Planeten gleichen stofflichen Aufbau 
haben und bestimmten von der Erde bekannten Dichtegesetzen genügen, wird die 
Beziehung M = R3 (1 + 0, 73. R2)/1,73 hergeleitet, wo M die Masse und R den 
Radius der Planeten bedeuten, beide in Teilen der irdischen Werte. Unter den gleichen 
Voraussetzungen wird der Aufbau der inneren Planeten weiter diskutiert und mit 
den Beobachtungen verglichen. W. Kertz (Göttingen). 

Malmfors, K. @.: Unstable oseillations in an eleetron gas. Ark. Fys., Stock- 
holm 1, Nr. 30, 569-578 (1950). 

Es wird ein Ensemble von Elektronen betrachtet, die sich alle mit derselben 
Geschwindigkeit auf Kreisbahnen in einer Ebene senkrecht zu einem homogenen 
Magnetfeld bewegen. Die Phasen sollen willkürlich verteilt sein. Es werden durch 
eine Störungsrechnung die möglichen Formen ebener Wellen in diesem Ensemble 
untersucht, die durch die Raumladungswirkungen der Elektronen aufeinander ent- 
stehen. Instabil sind Bereiche um die Multiplen der Larmor-Frequenz herum, deren 
Randbreite mit zunehmender Elektronendichte wächst. — Es wird als wahrscheinlich 
angesehen, daß das Kurzwellen-Rauschen der ‚‚Trochotron“-Röhren und der inneren 
Sonnenkorona (vielleicht auch die galaktische Kurzwellenemission) auf diese Insta- 
bilität zurückzuführen ist. A. Schlüter (Göttingen). 

Sweet, P. A.: The suns’ general magnetic field. Monthly Not. astron. Soc., 
‚London 109, 507—516 (1949). 

Es wird der Einfluß differentieller Rotation und meridionaler Zirkulation auf 
ein von eingeprägten elektromotorischen Kräften herrührendes Magnetfeld unter- 
sucht. Ausgegangen wird von einem Ausdruck für die Stromdichte, der die von der 
Bewegung im Magnetfeld induzierte elektrische Feldstärke und die Wirkung der 
Lorentzkraft (aber nicht die der übrigen ponderomotorischen Kräfte, die i. a. mit 
der der Lorentzkraft vergleichbar ist) berücksichtigt. Der Grenzfall, der unendlich 
großer Leitfähigkeit entspricht, wird genauer betrachtet. — Es wird gezeigt, daß 
durch die Wirkung der Bewegungen allein ein Magnetfeld nicht aufrecht erhalten 
werden kann (,‚Cowlings Theorem‘“), und daß die Rotation der Sonne, deren Winkel- 
geschwindigkeit von der heliographischen Breite und der Höhe über der Photosphäre 
abhängt, mit der Existenz eines allgemeinen Magnetfeldes nicht vereinbar ist. Diese 
Schlüsse werden nicht oder nur unmerklich durch den Hall-Effekt modifiziert. — 
Verf. weist darauf hin, daß der Begriff der Quer-Leitfähigkeit eines Plasmas in einem 
Magnetfeld mit Vorsicht zu gebrauchen ist. A. Schlüter (Göttingen). 

Roka, Eauard 6. v.: Über die Berechnung der Magneifelder von Sonnen- 
‚Nleeken. Z. Astrophys. 27, 15-23 (1950). 

Das Magnetfeld über stationären Sonnenflecken wird mit Hilfe der Potential- 
theorie berechnet unter der Annahme, daß oberhalb der ‚„‚Sonnenoberfläche“ (in 
der man das Feld mißt) keine elektrischen Ströme fließen. Weiterhin wird Rotations- 
symmetrie vorausgesetzt. Prinzipiell ist das Magnetfeld im ganzen oberen Halbraum 
schon durch die radiale bzw. die vertikale Komponente an der Oberfläche allein 
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festgelegt. Anschaulich gesprochen kann man das Feld im oberen Halbraum auf 
eine magnetische Pol- und eine Dipolschicht in der Ebene der Sonnenoberfläche 
' zurückführen. Eine Pol- bzw. Dipolschicht ist äquivalent einem System unendlich 


langer bzw. kurzer zylindrischer Solenoide unterhalb der Sonnenoberfläche, deren 


Stromverteilung als Funktion des Radius geeignet gewählt wird. Die Anwendung 
auf vorliegende Meßergebnisse wird diskutiert. A. Unsöld (Kiel). 

Biermann, Ludwig: Über den Ursprung der Magnetfelder auf Sternen und im 
interstellaren Raum. Z. Naturforsch. 5a, 65—71 (1950). 

In einem Plasma werden durch nicht-massenproportionale Kräfte elektrische 
Ströme hervorgerufen, die ihrerseits wiederum Magnetfelder erzeugen. Die Grund- 
gleichungen dieser Vorgänge werden angeschrieben. Damit stationäre Felder ent- 
stehen können, müssen die Kräfte nicht verschwindende Rotation haben. Die iso- 
baren und isothermen Flächen sind dann gegeneinander geneigt und die den Druck- 
gradienten bestimmende Beschleunigung hat einen potentiallosen Anteil g*. Ein 


g* »» 1 em/sec? gibt schon — 10% Gauß. Eingehender untersucht werden folgende _ 


Möglichkeiten: a) Barokline Rotation des ganzen Sternes ergibt ein toroidales 
Magnetfeld. b) Geschlössene Wirbelringe um die Rotationsachse geben Magnetfelder 


parallel der Wirbelachse (Bjerknes’-Theorie der Sonnenflecke). c) Bei rasch rotie- 


renden Sternen können stärkere meridionale Zirkulationen entstehen, die zu Be- 
schleunigungskomponenten um die Achse herum führen. So erhält man axiale 
Magnetfelder. Die Anwendung der Theorie auf die Entstehung interstellarer Magnet- 
felder wird kurz skizziert. A. Unsöld (Kiel). 

Sehlüter, Arnulf und Ludwig Biermann: Interstellare Magnetfelder. Z. Natur- 

forsch. 5a, 237—251 (1950). 
Im Zusammenhang mit der Turbulenz des interstellaren Plasmas entstehen 
Druck- und Temperaturdifferenzen; dadurch Ströme und Magnetfelder. Infolge 
der hohen Leitfähigkeit haften die Kraftlinien in der interstellaren Materie. Durch 
deren Verwirbelung nimmt die Feldstärke zunächst exponentiell mit der Zeit zu. 
Später wird die Turbulenz der kleinen Turbulenzelemente durch das Magnetfeld 
der großen behindert. Z.Z. dürfte das Magnetfeld unserer Milchstraße im wesent- 
lichen in Wolken von —10?pe Durchmesser verankert sein. Seine Feldstärke von 
108 bis 10 Gauß gibt eine Energiedichte, welche etwa der Dichte der kinetischen 
Energie der Materie entspricht. Das beschriebene Magnetfeld erscheint geeignet zur 
Erklärung der Polarisation des Sternlichts beim Durchgang durch Dunkelwolken 
sowie der Anreicherung und Isotropisierung der Ultrastrahlung im galaktischen 
System. Zum Schluß wird noch die Energiebilanz des interstellaren Mediums disku- 
tiert. A. Unsöld (Kiel). 

Schmeidier, F.: Versuch einer dynamischen Theorie der Sonnenatmosphäre. 
Z. Naturforsch. 5a, 297—308 (1950). 

In Anlehnung an theoretische Arbeiten von Bjerknes und an Beobachtungen 
verschiedener Autoren wird folgendes Modell der Rotation der Sonne betrachtet: 
Unterhalb einer gewissen Tiefe unter der Oberfläche, die schließlich zu etwa 40000 km 
(= 6%, des Sonnenradius) gefunden wird, wird die Rotation als starr angenommen 
und die Winkelgeschwindigkeit gleich der in der Photosphäre am Aquator beobach- 
teten. Für die Photosphäre und das etwa 10000 km darüber liegende Protuberanzen- 
niveau werden die beobachteten Rotationsgeschwindigkeiten und meridionalen Strö- 
mungsgeschwindigkeiten zugrunde gelegt. Für die Unterschiede der Winkelgeschwin- 
digkeit in den verschiedenen Niveaus und Breiten werden außer den Zirkulationen 
Reibungskräfte turbulenten Ursprungs und eine meridional gerichtete äußere Kraft, 
deren physikalische Natur unbestimmt bleibt, verantwortlich gemacht; der Aus- 
tauschkoeffizient A[gr em”!sek-!] und die Massendichte o werden als ortsunab- 
hängig vorausgesetzt. Es werden Lösungen der linearisierten hydrodynamischen 
Grundgleichungen bestimmt, welche allen diesen Bedingungen genügen und somit 
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(1949). 


ein in sich konsistentes Bild des Strömungszustandes der Sonnenatmosphäre geben; 
dieses läßt sich als eine Überlagerung von Rotation, meridionalen Zirkulationen und 
Ablenkungen durch Coriolis- und Reibungskräfte charakterisieren. [Bem. des Refe- 
renten: In den vom Verf. betrachteten Schichten variiert die Dichte o tatsächlich 
um eine ganze Anzahl, wahrscheinlich etwa 10 Zehnerpotenzen. Die Annahme der 
Ortsunabhängigkeit von A und o kann deswegen kaum als unbedenklich betrachtet 
werden.] L. Biermann (Göttingen). 
Berlage, H. P.: The dise theory of the origin of the solar system. Proc. Akad. Wet. 
Amsterdam 51, 796—806 (1948). i | 
Verf. nimmt an, daß die Planeten aus einer um die Sonne rotierenden Gas- 
masse entstanden seien. Die Dichteverteilung sei in erster Näherung stationär und 
bestimmt durch das Gleichgewicht von Druck, Gravitations- und Zentrifugalkraft. 
Für die Temperatur der Gashülle wird zugrunde gelegt, daß sie umgekehrt pro- 
portional der Wurzel aus der Entfernung von der Sonne sei, während für das Mole- 
kulargewicht drei Fälle diskutiert werden: a) nach außen abfallend, b) konstant, 
c) nach außen zunehmend. Der mathematischen Einfachheit wegen rechnet der Verf. 
mit Fall a) weiter und es ergibt sich, daß die Gashülle stark abgeplattet ist. Die 
Struktur innerhalb der Scheibe sei durch. die Viskosität bestimmt. Mit Hilfe eines 
Theorems über den minimalen Energieverlust durch Viskosität aus einer früheren 
Arbeit des Verf. wird der Dichteverlauf in der Äquatorebene bestimmt und außerdem 
ein Radius, der jenseits der Plutobahn liegt, angegeben, bis zu welchem die Bewegung 
laminar verlaufen soll. — Die Rechnungen werden in zweiter Näherung etwas ver- 
feinert, indem die Scheibe in Zonen eingeteilt wird, die annähernd mit der dem 
3. Keplerschen Gesetz entsprechenden Winkelgeschwindigkeit rotieren sollen. Dies 
führt zu einer Tendenz von Ringbildungen, für deren Radien sich ein Abstands- 
gesetz entsprechend der Titius-Bodeschen Regel ergibt. Den Abschluß der Arbeit 
bildet eine kurze Untersuchung über eine mögliche Kondensation innerhalb der 
Ringe. Falls die Dichte im dichtesten Teil eines jeden Ringes den Minimalwert 
der Rochschen Dichte überschreitet, sollte Kondensation eintreten. Danach sei für 
das Innere der Jupiterbahn bis zum Merkur und außerhalb der Jupiterbahn bis 
Neptun Kondensation sehr wahrscheinlich. ©. F. v. Weizsäcker (Göttingen). 
Alpher, Ralph A. and Robert €. Herman: Theory of the origin and relative 
abundance distribution of the elements. Rev. modern Phys., New York 22, 153—212 
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Verf. nimmt an, daß sich die Variationen der Chandlerschen Periode der Polschwan- 
kungen durch Überlagerung zweier Perioden 7, = 440Tage und 7, —414Tage ergeben. 
Diese Perioden sollen durch das verschiedene elastische Verhalten von Erdkern 
bzw. -schale entstehen. Als Modell der Erde wird ein Wiechertsches Modell ver-. 
wandt: Kern und Schale sind in sich homogen und haben beide eine endliche Righeit. 
Für beide Teile getrennt werden die Neweombschen Überlegungen angewandt, die 
die Verlängerung der Kulerschen Periode erklären sollen, und die von Love ein- 
geführten Größen h und k aus den angenommenen Perioden berechnet. Für das 
Modell werden die zu erwartenden Lotschwankungen ausgerechnet, und das Er- 
gebnis stimmt gut mit den Beobachtungen auf der wirklichen Erde überein. Eben- 
so verhält es sich mit den gezeitenartigen Schwereänderungen. Nach dem Vor- 
bilde Lord Kelvins wird die Righeit für Kern und Schale, die beide als inkom- 
pressibel vorausgesetzt werden, berechnet. Hieraus würde sich für die Schale eine 
Geschwindigkeit der transversalen Erdbebenwelle von 6,5 km/see und für den 
Kern von 2,3 km/sec ergeben. W. Kertz (Göttingen). 


